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第 25 讲 计 数 (一 ) 


计数 的 方法 大 致 有 以 下 几 种 : 

(i) 基本 方法 . 其 中 包括 分 情况 讨论 一 一 加 法 原理 ;在 每 种 情况 中 ,逐步 递 进 , 先 做 
一 件 事 ,再 做 第 二 件 事 ,…… 这 就 需要 乘法 原理 . 还 有 ,从 反面 考虑 问题 : 在 总 数 中 减 去 
A 不 出 现 的 个 数 得 到 A 出 现 的 个 数 . 

(ii) 应 用 公式 . 包括 排列 .组合 、 人 允许 重复 的 排列 、 有 重复 元 素 的 全 排列 、 人 允许 重 复 
的 组 合 .圆周 排列 等 . 这 些 公式 在 通常 的 课本 中 可 以 找到 . 

(iii) 建立 递 推 关 系 . 

(iv) 利用 对 应 . 

(v) 利用 容 斥 原理 . 

(vi) 利用 母 明 数 . 

苑 赛 中 的 计数 问题 ,多 半 不 太 困难 . 但 必须 细致 地 分 析 , 防 止 出 错 . 出 错 的 原因 可 能 
是 漏 算 了 一 个 部 分 ,也 可 能 是 多 算 ( 重 复 计 算 ) 了 一 个 部 分 . 

i 22 个 人 ,每 两 个 人 一 组 ,有 多 少 种 不 同 的 分 组 方式 ? 

解 ” 先 取 定 一 个 人 ,他 必须 与 其 余 2 一 1 个 人 中 某 个 人 组 成 一 组 ,这 有 2 一 1 种 
方式 . 

再 考虑 剩 下 的 2 一 2 个人. 取 定 一 个 人 ,他 有 2n 一 3 种 方式 与 男 一 个 人 组 成 一 组 . 

如 此 继续 下 去 . 根据 乘法 原理 ,答案 为 (2n 一 1! = (2 一 1)(27 一 3)…3 。1. 

本 题 也 可 以 由 递 推 关系 a, 二 (2n 一 1)a,_ 而 导出 结果 . 

记 计 有 从 nn 个 号 码 1,，2,，…, n 中 选 出 个 . 号码 允许 重复 选取 ;顺序 不 论 。 有 多 
少 种 不 同 的 选 法 ? 

解 ” 如 果 选 出 的 个 号 码 中 ,i 号 有 Zz; 个 (过 i 过 nn)，, 那么 zx; 都 是 非 负 整数 ,而 且 
Tl 十 Tz 十 "十 Xx, 二 可 以 由 这 种 选 法 产生 十 k 个 球 的 一 种 排 法 : 

第 一 个 球 标 上 1, 然 后 排 zi 个 球 (不 标号 ). 再 排 一 个 球 标 上 2, 然 后 排 x; 个 球 ( 不 
标号 ). ……。 .最 后 , 排 一 个 球 标 上 nn, 然后 排 zx, 个 球 ( 不 标号 ). 

反之 ,对 排 成 一 列 的 n 十 个 球 ,第 一 个 标 上 1. 然后 ,在 其 余 nn 十 & 一 1 个 球 中 ,选取 
n 一 1 个 ,依照 从 左 到 右 的 顺序 分 别 标 上 2，3,…, xn. 这 样 的 选 法 有 C2, = C* ,种 . 
而 每 一 种 选 法 产生 的 排 法 显然 是 上 面 所 说 的 排 法 . 两 者 之 间 一 一 对 应 . 

因此 ,所 求 的 选 法 有 CH ;种 . 

注 ”这 就 是 允许 重复 的 组 合 的 计算 公式 . 

6 个 系 协商 组 成 校 足球 队 , 共 需 16 名 队员 ,每 个 系 至 少 出 2 名 队员 ,有 和 多少 
种 不 同 的 组 成 方式 ? (同一 个 系 中 的 人 不 加 区 别 ) 

解 每 个 系 先 各 出 2 名 队员 , 共 12 名 队员 . 剩 下 4 名 队员 需 在 6 个 系 中 选取 . 这 是 
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从 个 元 素 中 选 & 个 的 允许 重复 的 组 合 (n = 二 6, 上 三 4). 共有 Ce = Cs = 126 种 . 
在 两 个 单位 的 围棋 擂台 赛 中 ,双方 各 派 7 名 队员 按 事先 排 好 的 顺序 出 场 参 

加 打 擂 . 先 由 1 号 队员 比赛 , 负 者 即 被 淘汰 . 胜 者 再 与 对 方 的 下 一 名 队员 比赛 . 如 此 继续 
下 去 ,直至 有 一 方 队员 全 被 淘汰 . 试 求 所 有 可 能 出 现 的 比赛 过 程 的 种 数 . 

解 将 7 个 白 球 与 7 个 黑 球 排 成 一 列 有 Cu 种 排 法 . 

甲 方 队 员 可 看 成 白 球 , 乙 方 可 看 成 黑 球 . 最 后 一 个 球 为 日 或 黑 表 明 胜 方 为 甲 或 乙 . 
因此 ,比赛 过 程 亦 有 Cu 种 . 

二 22 个 同样 的 黑 球 与 2 个 同样 的 白 球 (m 三 十 1) 排 成 一 列 ,每 两 个 黑 球 之 
间 至 少 有 一 个 白 球 . 问 有 多 少 种 不 同 的 排 法 ?如果 每 两 个 球 均 不 相同 呢 ? 

解 ” 前 m 一 1 个 黑 球 ,每 个 “ 吃 掉 ” 紧 跟 它 的 1 个 日 球 , 剩 下 的 n 一 mx 十 1 个 白 球 与 m 
个 黑 球 排 成 一 列 的 方法 有 


(nt 1)1 


CE 一 
71(7 一 7 十 1)1 


(1) 
种 (可 以 将 届 ) 理 解 为 从 十 1 个 位 置 中 选 mm 个 放 黑 球 的 放 法 ,也 可 以 理解 为 n 十 1 个 球 
中 个 黑 球 , n 一 m 十 1 个 白 球 的 含有 重复 元 素 的 全 排列 的 个 数 ). 对 于 每 一 种 排 法 , 排 
定 后 ,每 个 黑 球 “吐出 ”一 个 白 球 ,就 产生 m 个 黑 球 与 个 白 球 ,每 两 个 黑 球 间 至 少 有 一 
个 白 球 的 排 法 . 

因此 ,在 黑 球 全 相同 , 白 球 全 相同 时 ,答案 即 (1). 在 每 两 个 球 均 不 相同 时 ,还 应 乘 以 


m 个 黑 球 的 全 排列 m! 及 个 白 球 的 全 排列 nl 答案 为 二， 


例 5 中 的 “ 吃 掉 ”是 从 集合 A = {m 个 同样 黑 球 ,个 同样 日 球 , 每 两 个 黑 球 不 相 邻 
的 排列 } 到 集合 已 = {n 一 m 十 1 个 同样 白 球 ,m 个 同样 黑 球 的 排列 } 的 对 应 ,而 “吐出 ” 则 
是 它 的 逆 对 应 . 由 于 A, B 之 间 有 一 一 对 应 “ 吃 掉 ”, 所 以 | A |==| B 1. 

这 种 手法 称 为 对 应 原理 ,在 计数 问题 中 经 常 采 用 . 它 将 集 A 的 计数 化 为 集 B 的 计 
数 ,使 用 得 当 可 以 化 难为 易 . 

你 8 名 女生 、20 名 男生 围 成 一 个 圆圈 ,每 两 名 女生 之 间 至 少 有 2 名 男生 . 问 有 
多 少 种 方法 围 成 圆圈 ? 

解法 一 ” 先 将 8 名 女生 排 好 . 由 圆圈 排列 公式 ,这 样 的 排 法 有 7! 种 . 

然后 从 20 名 男生 中 选 16 名 排 成 一 列 ,依照 这 排 定 的 顺序 ,将 2 名 男生 插 在 1 号 女 
生 后 面 ,2 名 男生 插 在 2 号 女生 后 面 , 依 此 类 推 . 这 样 的 排 法 有 20 X 19 X … X 5 种. 

每 名 女生 与 她 前 面 的 那 名 男生 之 间 的 “ 空 际 ”" 里 可 以 插入 者 干 名 (小 于 等 于 4) 男 
生 , 也 可 以 不 插 . 从 8 个 "空隙 ”里 选 4 个 的 允许 重复 的 组 合 数 为 C31,_1，4 名 男生 的 全 
排列 为 4! 所 以 将 最 后 4 名 男生 安排 在 “空隙 ”里 的 方式 有 4! X Cu 种 . 


因此 ,所 求 的 种 数 为 7! X 20 X19X…X5xX4!xX Te — 201 Xx. x 二 
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解法 二 从 20 名 男生 中 选 出 4 名 ,将 他 们 与 8 名 女生 排 在 圆圈 上 ,这 有 Ci, X (8 十 
4 一 1)1 种 方式 
然后 在 每 名 女生 后 面 排 两 名 男生 . 这 16 名 男生 有 161 种 排列 方法 . 


于 是 ,所 求 的 种 数 为 Ch xX 11! x 16! = 2 


注 ”后 一 种 解法 中 ,在 女生 后 面 排 两 名 男生 ,相当 于 例 5 中 ,每 个 黑 球 “吐出 ”两 个 白 球 . 

”将 正 整 数 m 写成 个 正 整数 的 和 . 如 果 加 数 的 位 置 不 同 ,也 认为 是 不 同 的 

写法 . 求 有 多 少 种 不 同 的 写法 . (例如 mx = 7, n= 3 时 ,有 15 种 写法 : 7 二 5 十 1 十 1 = 

1 十 5 十 1 二 1 十 1 十 5 二 4 十 2 十 1 = 4 十 1 十 2 = 2 十 4 十 1 = 2 十 1 十 4 = 二 1 十 2 十 4 = 

1 十 4 十 2==3 十 3 十 l= 3 十 1 十 3 = 1 十 3 十 3 一 3 十 2 十 2 二 2 十 3 十 2 二 3 十 3 十 引 
解 设 z 十 zi 十 … 十 zx, = 二 mm, 其 中 zz EN (过 i 过 wn), 则 


(Xi 一 1) 十 (xz 一 1) 十 十 (xz 一 1) 二 mm 一 nn (2) 


我 们 将 (2) 式 左边 n 个 加 数 看 做 n 个 盒子 ,右边 的 m 一 n 看 做 m 一 n 个 球 .需要 将 
一 n 个 球 分 配给 n 个 盒子 . 分 配 的 方式 共有 Cr = Cr 了 了 = Cl 种 ( 即 从 7 个 盒子 
中 选 mx 一 nn 个 的 ,允许 重复 的 组 合 数 ). 这 就 是 本 题 的 答案 . 
集 {1, 2,…, n} 的 、 不 含 连续 整数 的 上 元 子 集 共 有 /(n, 个 . 试 求 f(n， 
DR = Sv ytd 


k=0 


解 ” 所 述 & 元 子 集中 的 前 & 一 1 个 数 ,“ 吃 掉 ” 在 {1,，2,…, nn) 中 紧 跟 着 它 的 数 , 问 
题 就 化 为 从 一 十 1 个 数 中 选 出 个 的 种 数 . 因此 f(n, &) = Ct ,i. 

显然 Fl = 2， F, = 二 3. 

F, 就 是 集 {1，2,…, nn) 的 \ 不 含 连续 整数 的 子 集 ( 包 括 空 集 ) 的 个 数 . 这 些 子 集 可 
以 分 为 两 类 : 

第 一 类 不 含 n, 它 们 是 人 1，2,…, 2 一 1) 的 子 集 ,共有 Fi 个. 

第 二 类 含有 ”因而 不 含 ” 一 1, 去 掉 n 后 ,它们 都 是 {1, 2, …, n 一 2) 的 子 集 , 共 
有 

因此 得 到 递 推 公式 Fi == FF, 十 FF,_1. 因此 忆 , 就 是 斐 波 纳 奇 数 , 其 通 项 公式 见 第 
22 讲 《下 = 

注 亦 可 由 f(n,&) = Fa 一 1,&) 十 Fo 一 2,A) 得 出 下 ,的 递 推 公式 ， 

某国 防 仓库 有 11 名 警卫 人 员 . 任何 5 个 人 都 不 能 把 锁 全 部 打开 ,而 任何 6 

个 人 都 能 把 锁 全 部 打开 . 问 至 少 有 几 把 锁 ? 钥匙 怎样 分 配 ? 

解 每 9 不当 tls 7129 is 有 一 把 打 不 开 的 锁 , 记 为 和。 由 于 每 6 个 人 均 能 
把 锁 全 部 打开 ,所 以 L; ,ii 互 不 相同 . 因此 ,至 少 有 Cj 把 锁 . 每 把 锁 可 记 为 Li ， ，， ， 


11191314 15 


{lls i2, i3, 4，is} 是 1, 2,…, 1] 的 一 个 5 元 于 集 . 将 Li iii i 的 钥匙 分 给 tl» i2, 13， 
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a，is 以 外 的 那 6 个 人 , 则 每 5 个 人 都 不 能 打开 全 部 的 锁 , 而 每 6 个 人 都 能 打开 全 部 的 锁 . 

数列 Uls dy 9 Gn G3 
是 1, 2,…, nn 的 一 个 排列 ,并 且 对 每 一 个 a; (1 三 i 二 nn 一 了), 都 有 某 个 w 等 于 a; 十 1 
或 a; 一 1, 这 里 7i. 求 (3) 的 个 数 S;. 

解 在 n= 二 2 时 , Ss; = 2. 设 ?> 二 2. 如 果 ai 为 1 或 n, as，…, a, 均 有 S, 种. 如 
果 aw 关 1,n, 那 么 ai 十 1 在 a 后面, a 十 2 必须 在 a 十 1 后面 (否则 a 十 1 后 面 无 与 
它 差 ] 的 数 )， Ul 十 3 必须 在 ci 十 2 后 面 ,……, 直 至 a， Sy 同样 理由 “家 1 一 于 和 一 Cr 
依 这 顺序 排 在 ci 后 面 ,直至 a, 一 ci. 矛盾 ! 所 以 ai 必须 为 1 或 n, 从 而 

一 (4) 
由 递 推 公式 及 $: = 2 立即 得 到 S, = 二 ,2””. 
数列 dl» Ud29 ”Cn €0) 
的 每 一 项 CG ‘0， 人 这 样 的 数列 称 做 长 为 nn 的 元 序列 . 在 这 种 序列 中 ， 
0 出 现 偶数 次 的 与 出 现 奇 数 次 的 各 有 多 少 ? 
解 ” 设 0 出 现 偶数 次 的 有 zz, 个 ,出 现 奇数 次 的 有 y 个, 则 


Xn 十 Ys 三 ". (6) 


在 al，as，*…，an-1 中 含 偶数 个 0 时 , 取 a, 关 0. 否则 , 取 a, = 0. 这 就 产生 长 为 n 
的 、 含 偶数 个 0 的 序列 . 并 且 , 每 个 长 为 n 的 、 含 偶数 个 0 的 序列 均 可 这 样 产生 . 所 以 


LR i (7) 
由 于 (在 (6) 中 将 nn 换 作 一 1)zx, 十 yw- 三 名 ,所 以 (7) 可 化 为 
XxX» = (k—2)z,.;:+k™. (8) 


由 递 推 公式 (8) 易 得 (注意 xz! 二 有 一 1) 


x 二 十 "Ck 一 2) 十 … 十 RCk 一 2)" 十 Ck 一 1) Ck 一 2)"! 
一 全 一人 十 (一 2)" 一 广 ( 如 十 (一 2)7)， 


从 而 y, = 志 (k — (hk— 2)"). 


将 集 {1，2,，…, n} 分 拆 为 三 个 互 不 相交 的 子 集 A ，A;，A3 (其 中 允许 有 
空 集 ) ,满足 : 
(i) 若 每 个 子 集 的 元 素 依 递增 次 序 排列 , 则 相 邻 的 元 素 奇 偶 性 不 同 . 
(ii) 若 Al，A;，A; 均 非 空 , 则 其 中 恰 有 一 个 集合 的 最 小 元 素 是 侦 数 . 
求 这 种 分 拆 的 个 数 . 
解 ” 不 考虑 A!，A,;，A; 的 顺序 . 我 们 可 设 1 € Al，A; 的 最 小 元 小 于 A; 的 最 
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小 元 . 显然 2 有 两 种 放 法 : 放 入 Al 或 A,. 

设 小 于 j 的 数 均 有 两 种 可 能 的 放 法 ,并 已 放 妥 . 考虑 j, 这 时 有 以 下 三 种 情况 : 

(1) A,，A; 均 未 放 元 素 . 7 可 放 入 A 或 A: ,但 不 能 放 人 Ai; 中 . 

(ii) A: 中 已 有 元 素 ,A: 中 还 没有 元 素 .7 可 放 在 7 一 1 所 在 的 集合 ,不 妨 设 为 A， 
中 . 此 外 ,当初 7 一 1 还 可 以 放 人 Ai 或 A; 的 某 一 个 中 ,不 能 放 人 另 一 个 中 . 现在 7 则 与 
之 相反 ,不 能 放 入 前 一 个 中 ,能 够 放 入 后 一 个 中 . 

(iii) A;，A; 中 均 有 元 素 . 与 (iD 类 似 ,) 有 两 种 放 法 . 

于 是 ,所 求 分 拆 数 为 2” . 

.1 设 n 为 偶数 . 从 {1, 2,…, n} 中 选 出 4 个 不 同 的 数 a, 5, c,d 满足 a 十 c= 


b 十 d. 证 明 共有 至 2 一 “人 2 一 >) 种 不 同 的 选 法 (4a, 5, c,d 的 顺序 不 必 考 虑 ). 
解法 一 ”和 4a 十 c == s(==65 十 Q) 可 以 取 以 下 值 :5, 6,…, 7 十 1, 2 十 2,，…，27 一 3. 
在 和 取 定 后 ,相应 的 两 个 最 小 (大 ) 的 加 数 取 自 | > J 分 别 有 


2 2 2 2 2 2 
Cz ，C2， Gs， eh Cists **, Cz, C0 


种 取 法 ; 因此 ,共有 4G 十 GG 十 十 C35) 二 C2 = 4CG3, 十 Ci = NHCn— 2)C2n— 5) 


24 
种 选取 {a， Vv 6, d}) 的 方法 . 
解法 二 不 妨 设 a, b,c, d 中 a 最 大 . 由 于 a 十 c = 二 6 十 d, 所 以 c 最 小 . 
从 {1，2,，…, nn} 中 选 出 三 个 数 a 这 2 二 c 的 方法 有 C; 种 . 对 每 一 种 选 法 ,d 可 由 


d =a 十 c 一 6b 确定 ,但 其 中 d 一 65, 即 5 一 43< 的 情况 应 予 排除 . 由 于 这 时 a,c 奇偶 性 


相同 ,它们 从 -2 个 偶数 或 二 个 奇数 中 选 出 ,共有 2X C2 = 也 ( 如 一 1) 种 .因而 合乎 要 


求 的 a, b,c 共有 G 一 妇 ( 皇 一 1)= 广 nCn 一 2)(2n 一 5) 组 . d 也 随 之 确定 .但 5, 4 的 


顺序 不 予 考虑 ,所 以 总 的 选 法 种 数 为 六 pe jsn(n— 2)(2n— 5) = Zan(n — 2) (2n—5). 
[十 在 不 大 于 1 000 的 正 整 数 中 ,不 被 3, 5, 7 中 任何 一 个 数 整 除 的 数 共 有 多 


少 个 ? 


解 这 是 应 用 容 斥 原理 的 典型 问题 ， 
在 1, 2, …, m 中 被 4 整除 的 有 |  ] 个 ,所 以 答案 为 1000 一 [| 上 | = |- 


5 
1000], F1000 1 000 1000]_F_1000 71_ _ 
| 7 人 big | 457( 个 ). 


一 般 地 , 设 A， 9? A,， ey A, 是 集合 S 的 nn 个 子 集 , 则 
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[1ANA: NL…NA, | 
下 
Pe ey ey (9) 
(9) 就 是 容 斥 原理 . 在 例 14 中 , S = {1, 2,…, 1 000}， 
Al={k|kES,3|k},A={k|kES,5|k)}, 
A;={k|kES,7|k}. 


、 一 A 上 7 一 ge 
用 这 原理 立即 得 出 欧 拉 函 数 p(n) 4 > ，( 一 1 pT Fn n|| (1 力 ). 


m*—1 
Bisss 有 多 少 个 元 素 不 在 任 一 个 B。(h 一 1 989) 中 ? 
解 ”部 知 (太一 1 Be 一 1) = 二 m1%9 一 1， 因 此 着 有 亏 €€ Bisss 站 BW 过 
1 989) ， 则 a € Bioss 全 已 1989) 。 所 以 可 设 h|1 989. 
由 于 1989 = 二 3* X13X17, 所 以 在 B，(h 二 1989) 中 的 元 素 必 在 Biaxiy ，B3 7， 
Bsx13 的 某 一 个 中 . 


pr 没 加 为 一 给 定 的 自然 数 .集合 B, 一 | k 下 一 2，…, mw 一 1]. 问 


由 容 斥 原理 ,所 求 元 素 个 数 为 
| Boasar NN Bi 门 Baxs | 
一 | Biosee | 一 | Baxisxir | 一 | Baxi7 | 一 | Bzxis | 


十 | Bsxi7 | 十 | Bs | 十 | Bsxis | 一 | B; | 
一 〈71z1989 一 1) 一 (77z863 一 ]) 一 (72553 一 1) 一 (7 一 1) 十 
(m3 一 1) 十 (一 1) 十 (有 一 1) 一 (2 一】) 


= nl 989. 772663 a ms i 772117 十 1251 十 77239 一 7 5 mi 


D3 在 芝 诺 国 ,只 有 稻草 人 永远 说 真 话 ,政府 发 言 人 永远 说 假 话 ,其 余 的 人 以 
概率 p 说 谎 . 稻草 人 决定 退出 总 统 竞 选 ,并 告诉 他 身边 的 第 一 个 人 ,这 个 人 再 告诉 他 身 
边 的 另 一 个 人 ,如 此 继续 下 去 ,直至 这 链 上 第 个 人 将 决定 告诉 政府 发 言 人 . 发 言 人 在 
此 之 前 未 听 到 有 关 的 信息 . 问 在 n = 19 与 20 这 两 种 情况 中 ,发 言 人 宣布 的 结果 与 稻草 
人 的 决定 相符 合 的 可 能 性 哪 一 种 较 大 ? 

解 ” 在 竞赛 中 很 少 出 现 概率 问题 . 即使 有 ,也 都 是 古典 的 概 型 ,其 实质 仍 是 计数 (至 
多 需要 一 点 概率 的 定义 与 基本 知识 ). 

设 发 言 人 宣布 的 结果 与 稻草 人 决定 相符 的 概率 为 Q, ,不 符 的 概率 为 P, 二 1 一 Q,， 
则 有 递 推 关系 Q, = pPai + (1— HQ (10) 


即 Q, 一 尹 十 (1 一 22)Q (11) 


第 25 讲 计 数 (一 ) 


将 nn 换 成 n 一 1 得 Q, 1 = p+ (1—2p)Q,,. (12) 
CllD. CT2) 相 减 得 一 全 = 一 运力 一 地 2). (13) 
由 于 Gu =—0; Qi 户 ;所 以 由 (13) 导出 Ob = Bl ps 于 是 当 刀 全 1/2 时 ， 
Qis 至 Qz. 
i 25 
1. 将 集合 义 二 (1,2,…,n) 映 入 外 的 对 应 满足 f(f(k)) = 二 k(k EC X). 这 样 的 (对 
合 ) 对 应 有 多 少 个 ? 
2. 从 年 龄 不 同 的 nn 个 人 中 选 出 两 组 ,第 一 组 & 人 ,第 二 组 用 人 (n 宇 上 十 用), 使 第 一 组 
中 最 年 轻 的 人 比 第 二 组 中 最 年 长 的 人 年 龄 还 要 大 . 有 多 少 种 选 法 ? 
3. 从 111， 12, …，43} 中 选 出 两 个 不 同 的 数 , 它 们 的 和 为 偶数 .有 多 少 种 选 法 ? 
4. m Xn 的 长 方形 棋盘 由 wmn 个 单位 方 格 组 成 . 其 中 若干 个 单位 方 格 组 成 的 长 方形 称 


13. 
14. 


为 子 棋 盘 . 有 多 少 个 子 棋盘 ? 


. 在 mXn 的 棋盘 上 取 两 个 方 格 ,使 它们 既 不 在 同一 行 也 不 在 同一 列 . 有 多 少 种 取 法 ? 
.从 集 {1,，2,…, n}) 中 取 两 个 数 ,使 它们 的 和 大 于 n. 如 果 允 许 这 两 个 数 相等 ,有 多 少 


种 取 法 ? 如 果 不 允 许 两 个 数 相 等 呢 ? 


. 人 ABC 的 边 BC， CA， AB 上 各 有 5 7 nN 个 分 点 . 将 每 个 顶点 与 对 边 上 的 分 点 


相连 . 如 果 所 有 的 连 线 中 ,每 三 条 都 没有 在 三 角形 内 部 的 公共 点 . AABC 被 分 成 
多 少 个 小 区 域 ( 这 个 小 区 域 以 上 述 连 线 的 一 部 分 为 边界 ,并 且 内 部 没有 上 述 连 线 
穿 过 ). 


. 设 允 之 15. 在 长 为 元 的 & 元 序列 中 ,第 10 项 ao 与 wy，…，as 中 某 一 个 相同 的 有 多 


少 个 ? 


. 设 k (1 夺 1 夺 1) 是 给 定 整 数 , 求 方程 工 十 x2 十 … 十 zx, = 二 m 的 满足 x; 宇 k， (1 


硅 1 夺 nn) 的 整数 解 (TI ，X2，…，X,) 的 个 数 (m 宇 十 十 … 十 ,). 


自然数 1,2,…,n 依 顺 时 针 方 向 依次 放 在 一 个 圆周 上 , 从 中 选 出 r 个 ,使 这 圆周 上 


每 & 个 相 邻 的 数 中 至 多 选 出 1 个 , 问 有 多 少 种 选 法 ? 


. 于 握 22 根 线 . 将 上 端 两 两 连结 ,下 端 也 两 两 连结 . 如 果 这 2n 根 线 恰好 被 连 成 一 个 


图 , 则 称 为 “吉祥 ”. 问 吉祥 有 多 少 种 连 法 ? 吉祥 出 现 的 概率 是 多 少 ? 


.1s 2,%5, 10 排 成 数列 {a,) ,使 其 中 第 一 个 大 于 az0 的 项 是 aa. 问 这 样 的 数列 有 


多 少 个 ? 
掷 nn 次 硬币 ,无 正面 连续 出 现 的 概率 是 多 少 ? 
从 放 在 一 个 圆周 上 的 n 个 数 中 选 出 一 些 数 ,不 含 在 圆周 上 相 邻 的 有 多 少 种 选 法 ? 
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第 26 讲 计 数 (二 ) 


计数 问题 ,千姿百态 ,本 讲 再 补充 一 些 例子 . 
已 知 集 X,Y 的 元 数 分 别 为 n,m, 求 从 X 到 Y 的 满 射 的 个 数 . 这 里 的 满 射 

是 从 X 到 YY 的 映射 (对 应 ) ,并 且 Y 的 每 一 个 元 都 (至 少 ) 是 X 中 一 个 元 的 象 . 

解 从 X 到 Y 的 映射 共 m" 个 (每 个 x EX 的 象 可 为 m 个 y EY 中 的 任 一 个 ), 其 
中 Yi 不 是 象 的 映射 共 名 个 ve ? yi 不 是 象 的 映射 共 (m 一 2)" 个 ,…， Vo 
y ,不 是 象 的 映射 1 个 . 根据 容 斥 原理 , 满 射 的 个 数 为 mm" 一 Cs Cm 一 1)" 十 C2(m 一 2)" 
十 十 (二 1GrCm 一 k" 十 十 (一 DGCm . 

注 ” 当 nn 二 m 时 , 满 射 的 个 数 显然 为 0. 当 nn 二 m 时 , 满 射 就 是 n 个 y; 的 全 排列 ,个 
数 为 n1. 因此 ,我 们 得 到 欧 拉 的 一 个 恒等式 


EAR ;0 征 所 不 ， 
2 (一 1) Cm—k)" = | nm (1) 

这 个 等 式 已 在 第 7 讲 ( 例 14) 中 证 明 过 ,在 第 27 讲 ( 例 9) 中 还 将 给 出 第 三 个 证 明 . 

例 2 设 n 是 正 整 数 . 集合 {1， 2 2n}) 的 一 个 排列 (zi 人 ZX2n ) 中 ,如 果 
有 | zi 一 ZaHl | 二 nn 对 某 个 i (1 达 i1 达 2n 一 1) 成 立 , 那 么 这 个 排列 称 为 具有 性 质 P. 证 
明 具 有 性 质 P 的 排列 比 不 具有 性 质 P 的 多 . 

解 ” 本 题 是 第 30 届 国 际 数学 奥林匹克 的 试题 . 标准 答案 是 利用 容 斥 原理 解答 的 ， 
但 借助 对 应 解答 则 更 为 简单 . | 

设 集 A 由 不 具有 性 质 P 的 排列 组 成 , 集 B 由 恰 有 一 个 i 使 | zx; 一 zi | 二 nn 的 排列 
组 成 . 

我 们 称 元 素 & (1 之 上 k 迄 nn) 与 & 十 n 为 一 对 伴侣 . B 就 是 恰 有 一 对 伴 但 相 邻 的 那些 
排列 所 成 的 集 . 显然 |1B| 小 于 具有 性 质 已 的 排列 的 个 数 闷 ， 

设 (zi，z，…，z)EA, 则 zi 的 伴 倡 不 是 x2. 设 z(k 放 2) 是 zi 的 (唯一 的 ) 伴 
日 , 邻 对 应 为 《区 wen “ms (TY re LY TES (2) 
即将 zi 移 到 它 的 伴侣 zi 的 前 一 个 位 置 ,产生 一 个 新 的 排列 ,这 个 排列 当然 属于 B. 所 
以 f 是 A 到 B 的 映射 . 

如 果 A 中 元 素 (zi es Co 2'3 Wi zx, ) 的 象 相同 ,那么 仅 有 的 一 对 相 
邻 的 伴侣 必然 相同 ,其 余 的 元 素 也 逐个 相同 ,所 以 (zi, Xx2，…', zx,) 与 (XI ,XY ， ,Xr) 
相同 . 即 f 为 单 射 .从 而 | A | 志 1 了 | 一 六. 


设 t 为 互 不 全 等 的 . 边 长 为 整数 . 周 长 为 n 的 三 角形 的 个 数 ( 例 如 ts 三 1). 
i | 基 苇 | 过 Cn (3) 


第 26 讲 “计数 (二 ) 


解 ” 设 集合 A, = {(a, b,c) |a 三 0 三 c>a 一 ba 十 5 十 ec 一 mn ay pcEN)} 
如 果 (a, b, c) E Az,, 那 么 5 过 a 过 nn 一 1, c 宇 2. 


邻 映射 f 为 (a, pb， Cc)— (a, pb, 人 一 (4) 


则 是 A 到 A-; 的 映射 . 
显然 了 是 单 射 , 但 f 不 是 满 射 . A, 中 形 如 (a, 5, 5) 的 元 素 没有 原 象 ,其 他 元 素 均 
有 原 象 ,所 以 


torl 一 tzn 一 3， (5) 
这 里 * 是 满足 i (6) 
ER 一 (7) 

的 数组 (a, 5, 5) 的 个 数 . 
由 (6), (7) 解 得 各 汪 之 b 之 好 . (8) 
从 而 5 的 个 数 为 [所 | 全 和 (9) 


这 也 就 是 (因为 & 由 (6) 式 唯一 确定 ). 因此 


Ba 6 


| 和 登 片 1 n= 6 十 2,， 6 十 4 6k -5 


所 以 (3) 成 立 . 

注 可 以 算出 ,参见 习题 26 第 11 题 . 

[2 和 元素 为 非 负 整数 ,并 且 每 一 行 .每 一 列 的 和 都 等 于 nn 的 三 阶 方 阵 ,有 和 多 
少 个 ? 


解 ” 设 矩阵 


满足 要 求 . 由 习题 25 第 9 题 ,满足 
al 十 p 十 ci -= (10) 


的 非 负 整数 解 (a) ， bi, c1) 共有 Ca a 同样 , (as » b2, cz) 也 有 Ci 小， 
第 三 行 的 元 素 由 前 两 行 确定 ， 
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aa =n—(a 二 +a), bs = nm (b+b), cs 一 2 一 (cl 十 cz)， OLE 
但 其 中 可 能 有 负 值 . 若 as 二 0, 则 ai 十 as 宇 n 十 1， 
bi 二 ci 二 bs 二 cs 一 2 一 (ai 十 oo) 过 2 一 1， (12) 
从 而 563，c; 均 为 正 数 . 即 第 三 行 至 多 一 个 元 素 不 符合 要 求 . 由 于 习题 25 第 9 题 方程 
bi 十 ci 十 by 十 cz = 二 nn 十 as (13) 


的 非 负 整 数 解 为 Cs， 所 以 ws 为 负 值 时 产生 的 例外 情况 共有 2) Cos 一 Cs 


于 是 ,合乎 要 求 的 三 阶 方 阵 共 (Ci) 一 3C+s 个 . 
从 (1，2, …, nn} 中 选 出 项 的 严格 递增 数列 ,每 相 邻 两 项 的 差 小 于 等 于 ， 
m(k 一 1) 过 2， 有 多 少 种 不 同 的 选 法 ? 
解 设 第 一 个 数 为 交 y 1, 第 二 个 数 为 (xz 十 1) 十 (zz 十 1), ***， 第 1 个 数 为 (Zi 十 
本 十 1 其中 


人 一 (14) 

设 WE (15) 

则 由 (15) 及 GE Pt: (16) 
得 0 (17) 


因此 对 确定 的 x, zi 可取? 一 & 一 > 十 1 个 值 . 
将 (1 十 x 十 … 十 zx” )” 展开 ,并 按照 z 的 宪 集 项 , 则 x" 的 系数 a, 就 是 方程 (15) 
的 、 满 足 条 件 (14) 的 整数 解 (zx;2，x;，…，x) 的 个 数 , 即 


(1 十 Xz 十 十 71 和! 二 Da,x". (18) 
所 求 的 选 法 共 》 a,(n 一 & 一 r 十 1) 种 . 
由 于 Zarn—k—ri+1) = (7 一 上 十 1) Ya,— Dnm,, (19) 
在 (18) 中 令 z = 1 便 得 攻克 三 入 (20) 


为 了 求 出 > 和 ma, ,我 们 在 (18) 中 令 工 = 1 十 y 这 时 (18) 的 右边 成 为 
>,ar(1 十 9)7 = Pall+ryt+Cy’ 十 …)， (21) 


所 以 > ra, 就 是 (21) 中 y 的 系数 . 
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第 .26; 讲 “ 计 数 (二 ) 


另 一 方面 ,(18) 的 左边 成 为 
《FI 


ee 一 1 
= (mm 十 着 > y+ ) 
gl y+ (22) 
kl] 二 a 
比较 (21), (22) 即 得 rm, 一 于 一 下 一 一 (23) 


由 (19),(20)，(23) 得 本 题 答案 为 


(nO—k 1)me 人 一] 
2 
= mm (nk 一 Dm+1)) (24) 
2 " 


在 上 面 的 解法 中 ,我 们 利用 了 多 项 式 (18)，(21) , 它 的 系数 与 问题 的 解密 切 相 关 ， 
从 而 通过 多 项 式 的 运算 可 以 获得 答案 . 这 样 的 多 项 式 就 是 第 28 讲 中 的 母 函 数 . 

注 熟悉 微 积 分 的 读者 可 以 对 (18) 求 导 , 然 后 令 z= 1 以 求 出 》,ra,. 我 们 采用 代 
换 x = 1 十 y 是 为 了 避 开 微 积 分 . 两 者 的 功效 相当 . 

) 呈 ”一 个 正三 角形 砍 去 头 得 到 一 个 梯形 ABCD( 如 图 26-1), 上 底 为 上 ,下 底 为 

n《k, n 都 是 正 整 数 ). 将 下 底 等 分 为 n 份 ,过 各 个 分 点 作 
两 腰 的 平行 线 . 将 一 腰 等 分 为 (n 一) 份 ,过 各 分 点 作 另 
一 腰 及 底 的 平行 线 . 这 些 线 将 梯形 分 成 许多 小 的 正三 角 A 人 ANAAANAAN"*=h 
形 . 问 在 这 梯形 内 共有 多 少 个 正三 角形 (大 小 不 一 定 A 
相同 ). 

解 设 有 a 个 “ 尖 向 上 ”的 正三 角形 ,b 个 “ 尖 向 下 ” Nope 
的 正三 角形 . 先 建立 a, 的 递 推 公式 . 

BC 边 上 有 n 十 1 个 分 点 ,从 中 选 出 两 个 距离 小 于 等 于 h (二 一 k) 的 ,它们 必 可 与 
梯形 ABCD 中 另 一 个 点 构成 正三 角形 . 反之 ,一 边 在 BC 上 的 正三 角形 均 可 这 样 产 生 . 
根据 上 例 (在 (24) 中 将 n,m, 上 分 别 换 为 n 十 1, h，2), 这 种 三 角形 的 个 数 为 


(7 十 1) 天 一 


全 二 (25) 


因此 ， i 二 tn 二 D4 一 时 二 (26) 


又 显然 ar 二 0, 所 以 由 (26) 导出 
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a = DtDG-A— D+ 
让 i 二 
h 天 友 
= Ditk+tDi— D3 
0 


i=0 1 二 


= Mi (27) 


再 建立 b, 的 递 推 公式 . 这 有 两 种 情况 : 
(iD n 过 2k. 这 时 一 边 在 与 底 平 行 \ 长 为 i 的 线段 EF 上 , 另 一 个 顶点 在 BC 上 的 正 
三 角形 边 长 为 n 一 i, 共 有 2i 一 n 十 1 个 (这 三 角形 左边 的 顶点 可 为 上 ，EF 的 第 一 个 分 
点 ,…,EF 的 第 2i 一 nn 个 分 点 ), 如 图 26-2 所 示 . 
因此 ， 


nl 


bs = bai 十 > (2i—n++1) 


1 二 此 


= bi 十 k(n— 上 £). (28) 
显然 b = 二 0, 所 以 由 (28) 导出 
b, =k DG—h) = en oC, (29) 
;= 


(ii) ”二 2k. 这 时 (28) 需 改 为 
| | 
六 二 0- 十 > (2i—n+t1) 


=[ 忠 ] 
-+(-[ 叶 二 
即 a [1] (30) 
由 (29)，bz 二 有 Cr, 所 以 由 (30) 推出 
Bb ER, + (31) 


n "7 
= 区 本 > [一 


j=2k+] 
=2 jG—D+ 》) 
j=k+1 


7 一 对 ] 


4 3 多 十 C:， 3 Cd (32) 


第 :2G 天 计 3 数 、 站 二 ) 


所 以 由 (31)，(32) 得 和 (33) 
当 n 二 2t 十 1 时 ,(33) 需 增加 一 项 i(z 十 1). 综合 起 来 得 
久 = 4Ctyapn + (2— (—1)")GC? pi — Oi. (34) 


Cs 十 2kC? ， 9 车 好 2k,， 
本 题 的 答案 为 a, 十 b, = is 十 kCr,l 十 4Cf,zn 十 C35) 
(2 eh 1)") Cr FE CC 1 > 1 > 2k. 


其 路 二 nn 一 上 . 

下 面 的 几 道 例题 与 著名 的 卡 塔 兰 (E. C. Catalan, 1814 ~ 1894) 数 

GC, = 一 (36) 

有 关 . 

四 和 用 在 多 边 形 内 部 互 不 相交 的 对 角 线 将 凸 多 边 形 A1A，… A, 分 为 n 一 2 个 三 
角形 ,有 多 少 种 分 法 ? 

解 ” 设 有 a 种 分 法 . 如果 点 Al 处 不 引 对 角 线 , 那 么 A,，A, ,A, 组 成 三 角形 , 凸 
n 一 1 边 形 A,A;… A 有 a,-1 种 分 法 . 如 果 点 Ai 处 引出 对 角 线 AAA ,而 A, 与 As ，…， 
Ai-: 均 不 相连 ,那么 在 前 分 中 必 有 AAA;A， 一 1 边 形 A, A;… A 有 ak- 种 分 法 ， 2 
k 十 2 边 形 AAA A,A4， 有 ar -t+2 种 分 法 . 所 以 


We = (37) 
其 中 约定 az 一 | 
显然 as = 1. 为 了 从 递 推 关 系 (37) 导 出 a, 的 通 项 公式 ,我 们 采用 母 函 数 
F(Zz) 一 az 并 十 az2 十 十 az 十 …. (38) 


Nn 一] 


由 于 F(x)» F(X) = x 十 (qzas 十 a3az)x 十 … 十 NT | 
k=2 
= F(x) 一 (39) 


所 以 FC2) 一 i 二 47 由 于 (0) = 0, 我 们 取 
BU Si “5 一色 (40) 


利用 二 项 式 定理 
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(1 一 4z)2 一 1 一 之 ， (一 4x)” 
"1 一 委 全 人 mm， 
得 F(z) = 2 Cr". (41) 
从 而 PE (42) 


nO— 1 


即 a, 为 卡 塔 兰 数 C,-:， 
不 利用 母 函数 也 能 解决 例 7, 请 参看 例 9 后 面 的 注 . 

-给 定 两 个 不 同 的 字 b 与 ,它们 的 积 有 两 种 : 5b Xb，b Xbi. 给 定 三 个 不 
同 的 字 三 ,，b; ,5b;, 有 12 种 方式 组 成 它们 的 积 :; bi X (bs X63), (bi Xb)Xbs, bX (bs 
Xb), (bi Xbs) Xb ,bo Xbs Xb), (bo Xbs) Xb, bs Xb Xb3), (bs Xbi) Xbs, bs 
X (bi XX bo), (bs Xb) Kb, bs X (bs Xb), (bs Xbb) Xb. 有 多 少 种 方式 可 以 组 成 n 
个 不 同 字 的 积 ? (我 们 假定 字 的 乘法 中 ,交换 集 .结合 律 均 不 成 立 ) 

解 ” 设 所 求 的 方式 有 a, 种 ,我 们 证 明 


an+l = 2(2n — 1)a,. (43) 


事实 上 ,对 nn 个 字 51 ，…, b, 的 每 一 个 积 t ,可 以 作出 两 个 积 :bi Xt,tX6bn. 此 外 ， 
bi! 也 可 能 在 中 间 的 某 一 步 运 算出 现 . 原来 运算 共 nn 一 1 步 , 设 第 i 步 运算 是 (1 之 i 
一/ 
ti Xt (44) 
保持 其 余部 分 不 动 , 我 们 将 (44) 变 为 
(tf: XO Xt (Ot XE) Xtin, 
t; X (bt Xtin), tiX (tin Xb) 
中 的 任何 一 种 , 便 产 生 2 十 1 个 字 的 积 . 例如 对 于 (如 Xb) Xbs, 将 6b, 插入 第 2 步 运 算 有 
4 种 插 法 (i = 2, 点 三 总 Xpb，tl 一 23): 
((pbi Xx b,) X bi) > Drs (bh, xX (bi Xx 0z)) X Da3， 
(hi Xx b,) xX (hb Se as (hi Xx b,) xX (bs X bs). 
对 于 bX (5b, Xb;), 将 bb 插入 第 2 步 运 算 也 有 4 种 插 法 (i = 2, t; = by，, ti 二 6b:): 
pi XX (b, Xx (bo XxX b;)),， bi Xx ((hs X b,) Xb;), 
bi XI(C Xb3) Xb), bl XxX (bs Xx (bs Xb )). 


对 于 每 个 i (过 i 过 nn 一 1), 6b, 均 有 4 种 捅 法 ,因此 


第 -26; 讲 工 计 - 数 (二 ) 


al = 24, 十 4(2 一 1)a, = 2(2nO— 1)a,. (43) 
由 (43) 立即 得 出 ann 一 (45) 


如 果 刀 ，bs，…， b+ 必须 依从 左 至 右 的 顺序 逐一 出 现 ,那么 问题 就 是 在 


hh xX b, XX bn 
v1Z (2n)1 ] nn Bg 
中 增添 括号 ,由 (45) 可 以 得 出 的 积 共 有 Cn 11 ee TC 种 , 即 卡 塔 兰 数 C. 
已 知 壕 ; EE 4 sr 一 27 ,并 且 


0 二 | dy i Rs (46) 
Ll 十 #2 十 ** 寺 2w3。 一 0， (47) 


求 有 序数 组 (zi， Vay ny Xz ) 的 个 数 Cn， 

解 由 (47)，(ziy zy …，Zzao) 中 有 nn 个 十 1, 7 个 一 1， zi zx2，…， zz 中选 n 个 
为 十 1, 其 余 为 一 1 的 方法 有 Cz 种 . 我 们 考虑 这 样 作 成 的 (zi ，zz，…，xzo) 中 有 多 少 个 
不 符合 (46). 设 这 个 数 为 妨 . 

如 果 (zi，zz，…，xzo) 不 符合 (46) ,那么 一 定 存在 一 个 最 小 的 自然 数 * (s 委 四， 
满足 : 

(i) zi 十 Xz 十 十 X22 二 0; 

Co =] 


将 工 i 9 X29 "9 XT2s 1 统统 改变 符号 ,这 一 对 应 ££ 
(x1 9 ly Ts 9 2n ) EE 人 ek I re 


将 (zi，zz，…，xzz) 变 为 ?十 1 个 十 1,72 一 1 个 一 1 组 成 的 有 序数 组 . 
反之 ,对 任 一 个 nn 十 1 个 十 1, n 一 1 个 一 1 组 成 的 有 序数 组 (x ，…，zrz ) ,由 于 十 1 
的 个 数 多 于 一 1, 必 存在 一 个 最 小 的 自然 数 ,满足 


十 二 二 十 上 


MY pf 


-人 
令 对 应 g 为 (Zi Za 1 Tar Ti) 一 《一 OT To on ). 


显然 g 是 了 的 逆 映 射 . 因此 i 就 是 2 十 1 个 十 1, n 一 1 个 一 1 组 成 的 有 序数 组 的 个 数 ， 
即 Cz，. 


综 上 所 述 ， Re 一 CE， (48) 
即 卡 塔 兰 数 CG. 


注 例 7、 例 8、 例 9 的 答案 都 是 卡 塔 兰 数 ,这 三 者 之 间 当 然 有 某 种 内 在 的 联系 . 事 
实 上 ,在 例 9 中 ,对 合乎 要 求 的 C, 个 (zi，…，zra), 设 上 为 使 
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Zl 十 zz 十 … 十 zx 一 0 


成 立 的 最 小 自然 数 , 则 Tak es (Xz, 中 渤 Top-1) 满足 x2 十 … 十 工 ; 之 0 (一 2，…，2R 
a 元 2 一 0. 所 以 (zz ， RR ) 有 Ce 个 . 同样 (ze 和 六 站 有 :GC 
个 . 因此 ,有 递 推 关系 


a a (49) 
1 


这 与 (37) 实 质 是 一 致 的 . 又 王 a 一 1，C =a=1. 所 以 恒 有 an 一 C2. 这 就 导出 
(42) 而 不 必 采 用 母 函数 . 习题 26 第 7 题 指 出 例 7 与 例 8 之 间 存 在 一 一 对 应 ,从 而 (42) 
也 可 由 例 8 导出 . 当然 例 8 与 例 9 之 间 也 有 一 一 对 应 ,这 就 是 习题 26 第 8 题 . 


习 题 26 


. 将 一 个 正三 角形 的 每 一 条 边 等 分 为 放 n 份 ,过 每 个 分 点 作 其 他 两 边 的 平行 线 . 问 在 原 


三 角形 中 一 共有 多 少 个 正三 角形 (包括 原 正 三 角形 在 内 )? 


. 设 久 二 {1,2,…:, n}), 上 为 正 整 数 ， 7 SkAn. 求 满足 下 列 条 件 的 映射 f: X 一 


X 的 个 数 . (i) 产 = Fi (1) | f(z) | 二 有 ; (Ciii) 对 每 个 yE f(z), 使 f(xX)= 二 y 的 工 
EX 至 多 两 个 . 


. 将 凸 妹 边 形 用 对 角 线 (它们 在 多 边 形 内 部 互 不 相交 ) 剖 分 为 三 角形 ,并 且 每 个 三 角 


形 均 至 少 有 一 条 边 是 原 多 边 形 的 边 . 问 有 多 少 种 分 法 . 


本 1 泛 妥 天 过 天 有 序数 组 (zi， 人 元 > 直 中 每 个 工 , EE 入 本 | 和 n} ,并 且 对 每 个 i 二 


lk 2 "os We vs Ws 中 至 多 有 i 一 1 个 小 于 等 于 求 这 种 rr 元 数组 的 个 数 ， 


。 映射 三 : {ls a 和 n}—1{1],， pA n) 为 增 函 数 , 并 且 对 每 个 1E diss bh | n}，, 


Fi) 过 i 求 了 的 个 数 . 


» et = ()。 | Qi Qi =: l RE 1 2 ea | 277) ， 并 且 as， i . ax 都 是 非 负 整 


数 . 求 (as， *“**, qz) 的 个 数 . 


. 试 建立 例 7 与 例 8 这 两 个 问题 的 对 应 关系 . 


8， 试 建立 例 9 与 例 8 这 两 个 问题 的 对 应 关系 . 


， 将 集 {1, 2,…,n}) 分 为 个 不 相交 的 子 集 , 称 为 k 阶 分 折 , 求 链 Pl 一 P; 一 … 二 PP， 


的 个 数 , 其 中 下 为 尺 阶 分 拆 ， P< Pn 表示 EE 的 每 一 个 集 都 是 Ph 的 某 一 个 集 
的 子 集 . 


. 设 交 为 大 于 2 的 整数 . 将 一 个 圆 等 分 为 n 份 ,从 分 点 中 取 3 个 点 组 成 锐角 三 角形 ， 


共 能 组 成 多 少 个 不 全 等 的 三 角形 ? 


. 求 出 例 3 中 的 此,. 


第 27 讲 组 合 恒等式 


组 合 数学 中 出 现 的 恒等式 ,通常 都 与 二 项 系数 (组 合 系数 )C4 有 关 . 证 明 的 方法 有 : 
(i) 恒 等 变形 . 
(ii) 交换 求 和 顺序 . 
(iii) 以 特殊 值 代 入 ， 
(iv) 建立 递 推 关 系 . 
(v) 数学 归纳 法 . 
(vi) 考虑 组 合意 义 . 
(vii) 母 函 数 . 
(vi1) 其 他 . 
当然 ,这 些 方 法 常常 结合 起 来 使 用 . 
: 忆 提 让 证明， 


(a) DEC: = Ne 2 (1) 
k=0 

(by 2 RC = n(n 1)2"™, (2) 
二 0 


一 
解 hCG 所 以 Ac = nD 1 一半 Cr 一 十。 2 .最 后 一 步 利 
用 了 DC tL (3) 


(b) DJk(k—1)C: 一 ee We 
k=0 k=2 


i 
= Dnn— DO, = n(n—1). 2"7. (4) 
h=0 
将 (1) 与 (4) 相 加 即 得 (2). 


注 ”类似 地 可 求 出 > 已 C = n(n 十 1)(n 十 3)。2" 忆 ,等 等 . 在 处 理 组 合 恒等式 时 ， 
将 上 的 多 项 式 &" 用 有 Ck 一 1)…(k 一 m 十 1) ,Ck 一 1)…(R 一 加 十 2)， ,Ck 一 1),k 


的 线性 组 合 来 表示 ,常常 是 有 益 的 . 
证 
ss 2 Cri 1 
Ca 二 二 CI 十 … 十 二 证 CI = 本 (5) 
三 C 十 … 十 (一 Do 。 二 CGI 一 1 十 到 十 … 十 寺 . (6) 
解 为 了 证 明 (5), 设 法 将 左边 分 母 均 变 为 ”十 1. 因为 十 和 Ct 一 -CH ,所 以 
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~l (一 FE | 
1— #0 十 … 十 一 -一 一 re 
= 一 TEA 一 一 C | 十 … 十 (一 1)C2 D) 
EN i 
pe St 
即 (5) 式 成 立 . 
在 (5) 中 将 nn 十 1 换 成 n,n 一 1,…, 1. 再 将 所 得 的 nn 个 等 式 相 加 即 得 (6) , 另 一 种 证 
法 是 用 归纳 法 . 
当 n 二 1 时 ,(6) 显 然 成 立 . 设 (6) 对 于 nn 成立, 则 将 (5), (6) 相 加 并 利用 熟知 的 恒 
等 式 Qe J Er Ky 
得 
CL 一 二 Cs + 二 (D.C HG 汐 六 站 > 衣 
n+l 2 7 十 1 n++l nn] nl 
a i 1 
St Ey 
即将 (6) 中 必 换 成 n 十 1 后 仍然 成 立 . 所 以 (6) 式 对 一 切 自然 数 n 均 成 立 . 
一 ] A 
(» 区 1 A 
证 明 : 2 (8) 


解 ” 左 边 和 式 不 易 计算 ,如 果 对 此 进行 归纳 就 可 以 扔 掉 这 个 “ 包 裕 ”, 而 只 需求 两 个 
加 数 的 和 . m = 1 时 ,(8) 显 然 成 立 . 设 (8) 式 成 立 , 则 
和 
-Ctrili 
Le ml Er 一 ul (一 MD) 1 
刀 一 & 十 1 (oa 一 & 十 1)。v1Cu 一 7M)!1 vi(u—m)! 


Es 2 ~, -- a 
证 el 汪汪、 mm Cw rh 1)) 
v 十 1 ul (vO— 7)1 


v—U 十 ] (v 一 wu 十 1) svI(u—mO— 1)1! 
| Wh 
本 RN En) 
即将 m 换 成 mr 十 1 时 (8) 仍 成 立 , 所 以 (8) 对 一 切 自 然 数 mm 成 立 . 
注 (〈i) 通常 ,在 组 合 数 C' 中 ,u, n 都 是 自然 数 ,并 且 u 三 n. 这 些 限 制 可 以 取消 ， 
只 需 约定 在 7 为 负 整 数 或 u 二 nn 时, C" = 0. 以 下 均 采 用 这 种 约定 . 


和 
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则 C, 对 一 切实 数 (复数 )x 均 有 意义 ,而 且 是 zx， 的 次 多 项 式 . (8) 对 于 的 正 整数 值 均 
成 立 , 从 而 对 一 切 x( 复 数 或 实数 ) 均 成 立 . 同样 对 一 切 v 均 成 立 . 因为 去 掉 分 母后 , (8) 


式 两 边 都 是 x 或 v 的 多 项 式 . 
Cii) 更 一 般 地 ,对 任意 复数 u, n, 可 定义 
Cn 二 FPCx 十 1) 


Pr ny 
其 中 TT(w) 为 y 函数 ,是 阶乘 的 自然 推广 . 它 以 零 与 负 整数 为 简单 极点 ,在 其 他 点 解析 . 
证 明 ， Sy 六 ni (10) 
解 ” 设 (10) 的 左边 为 /(n), 则 f(0) = 1, 并 且 


计生] 
六 9» 二 
k=0 


2* 
1] ， 切 1 
We 3 和 区 十 人 本 Dk 
k= 1 
] nmtl ] 
到 GD 二 Ce 人 (11) 
£=】] 2 
= (12) 
2 2 和 2 


we 1 
= 六 十 二 > (Fr Ci 证 > 二 pe 
= /ooD 十 方 /mn 十 1 


即 /wt 一 了 8 (13) 


由 (13) 立 即 得 出 f(n) = 2". 

注 《0 (11) 中 * 哑 标 ”k 与 (12) 中 上 虽 为 同一 字母 ,后 者 实际 是 前 者 减 去 1. 为 “ 节 
省 字母 ”常常 用 同一 字母 而 意义 不 同 . 在 不 致 混淆 时 ,也 常常 略 去 哑 标 的 上 .下界 , 意 即 
对 一 切 哑 标 & 求 和 . 由 于 例 1 注 (iD 的 约定 ,实际 上 只 有 有 限 多 项 . 


(ii) 本 题 也 可 以 用 归纳 法 证 明 . 还 可 考虑 挪 硬币 ,直至 面 或 背 出 现 n 十 1 次 (在 第 
十 十 1 次 结束 的 概率 为 2 C4). 
(ii 由 于 我 们 知道 f(n) == 2”, 所 以 (13) 正 是 早 就 在 预料 之 中 的 结果 ， 
证 明 : Ht + OKO HO tm 0 = 0. 
解 ” 在 有 几 重 求 和 运算 时 ,常常 变换 求 和 的 顺序 ,以 导出 结果 . 
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i=0 人 =0 


> >) 2 CC (交换 和 号 ) 
27C; 2 C2)1 (交换 和 号 ) 


j=0 点 二 J 十 1] 1 一 上/ 
振 一 和 n 
> 


由 习题 27 第 6 > ie 二 Cm%, ,立即 得 出 


2 CC = CH 十 Ch 十 必 十 Cn 


as 


现在 需要 将 原 式 左边 改 为 2 形 的 和 . 为 此 用 n 一 代替 . 


原 式 左边 二 


j=0 k=0 


ktm 


3 


= 2 CC(n—k—)) 


kt 三 nw] 


一 7 (CC 


kJ 一 ! 


= > 


kj 一 ] 


Co 2 kGC— > jCiC 


ktj<n—l 上 |" 一] 


敬一 2 


大 十 ) 三 7 一 1 


=% DD) CO 2 HO, 


as 


一 MK C2。 十 C2 和 机 + ) 2n(C2,— = 二 Ce 下 se 二 


大 FF 二 7 一 2 


一 n(C& 十 Ca 十 十 Ci) 一 n(C 十 (CO 十 
C2 ) 市 (C2 十 CD + O25) 
= nC — C24) 
7 = nC2 二 -右边 . 
注 习题 27 第 6 题 及 前 面 的 (7) 都 是 常用 的 恒等式 . 


rth—m 


@ 了 8 证明 ,在 之 m 之 h 时 ，》) CnC = Cs. 
二 上 


解 考虑 从 (1，2，… 


显然 这 种 数列 的 个 数 为 


， nn 十 1} 中 选 出 mr 十 1 个 数组 成 的 递增 数列 


dy Ve 


(14) 


(15) 


(16) 


第 27 讲 组 合 恒等式 


Ge (17) 

另 一 方面 , 设 A 为 (16) 中 满足 a 二 上 十 1 的 那些 数列 所 成 的 集合 (k = hh， 

有 十 1 一 ,nn 十 一 ry) , 则 这 种 数列 的 前 hh 项 是 从 (1,， 2,…:, &} 中 选 出 的 ,后 mx 一 h 项 
是 从 人 十 2,& 十 3，…, 7 十 1) 中 选 出 的 . 所 以 


LA | (18) 
数列 (16) 的 个 数 为 | i = (19) 


综合 (17)，(19) 即 得 (15). 
注 、 本 题 也 可 以 用 母 函 数 来 解 , 见 第 28 讲 例 3. 
证 明 Sa (— 17 OS = 是 让 夫 2 (20) 
解 mm 名 学 生 , 其 中 名 男生 . 从 学 生 中 选 出 ! 人 组 成 一 个 组 合 班 ,: 人 的 考试 成 绩 
有 及 格 与 不 及 格 两 种 . 
在 组 合 班 中 没有 男生 参加 的 限制 下 ,考试 报告 共有 Cs,. 2' 种 . 
现在 ,我 们 换 一 种 计算 方法 ,证 明 所 说 考试 报告 的 种 数 恰好 等 于 (20) 式 左边 . 


首先 (不 限制 男生 参加 ), 设 :人 中 有 i 名 及 格 ,上 一 i 名 不 及 格 , 在 及 格 的 ; 人 中 有 7 
名 男生 ,i 一 7 名 女生 . 应 当 有 


CCH (21) 


种 (恰好 是 (20) 式 左边 每 一 项 的 绝对 值 ). 
如 果 班 中 有 男生 ,将 其 中 学 号 最 大 的 男生 (我 们 将 这 n 名 男生 编 上 学 号 ) 的 成 绩 改 
变 ( 及 格 改 为 不 及 格 , 不 及 格 改 为 及 格 ) ,这 时 男生 及 格 的 人 数 ;7 的 奇偶 性 也 随 之 改变 ， 
它 是 从 集 
A 二 (奇数 名 男生 及 格 ( 的 种 种 可 能 )} 
到 集 
B 二 { 班 中 有 男生 并 且 偶 数 名 男生 及 格 } 
的 一 一 对 应 . 因此 | =1B1. (22) 


由 (21) ,我 们 知道 (20) 式 左边 是 班 中 有 偶数 名 男生 及 格 与 有 奇数 名 男生 及 格 的 种 
数 之 差 . 由 (22) ,我 们 知道 这 差 恰好 是 班 中 没有 男生 参加 时 的 (考试 报告 的 ) 种 数 . 
于 是 ,综合 以 上 两 个 方面 ,(20) 式 成 立 . 
注 〈i) 本 题 是 考虑 组 合意 义 的 典型 例子 ,可 以 说 是 一 种 “构造 法 ”, 同 时 又 利用 了 
对 应 原理 . 值得 仔细 玩味 . 
(ii) 本 例 还 有 其 他 解法 ,例如 采用 适当 的 母 范 数 , 见 第 28 讲 例 4. 
对 于 函数 f(x), 差 f(z 十 1) 一 了 f(z) 称 为 它 的 (一 阶 ) 差分 ,并 记 为 Af (x). Af(z) 
的 差分 Af(z+ DD— AfC() 
= 《f( 主 += f(r 二 (f(r — fA)) 
ee, 
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称 为 /(x) 的 二 阶 差 分 , 记 为 A* f(x), 依 此 类 推 . 
; fi 证 明 f(x) 的 n 阶 差分 


ArF(z) = > C—OCf (zh). (23) 
k=0 
解 ” 采 用 归纳 法 . 奠基 = 1 是 显然 的 . 假定 (23) 成 立 , 则 
Ar f(z) = > (一 DCeFGz 十 十 1) — D(C—1)" Cf(rk) 
k=0 = 人 0 


n+l1 nN 

= Do yr DC 
k=1 类 一 人 
了 +] 


= DD 二 
k=0 
nl 

= D+ FE 二 A; 
k=0 


因此 (23) 对 一 切 自然 数 nn 均 成 立 . 

注 〈D 上 面 的 证 明 中 ,利用 了 C，= C”” 二 0 的 约定 . 不必 为 哑 标 的 范围 担心 . 

(ii) 通常 约定 A" f(x) = f(x). 这 样 ,(22) 可 以 从 == 0 奠基 ,更 加 显然 ( 它 就 是 我 
们 自己 作出 的 约定 ). 

(iii) 奉 采 用 工 为 恒 等 算 符 ,e 为 移 位 算 符 , 即 If (x) = f(x), ef (x) = f(z 十 1). 则 
A 一 es 一 工 (23) 可 形式 地 推导 如 下 : 


Ar (z) = (e—D"f(r)= > (一 1)tC4eeF(z) 
= CD DCF 二. 


(23) 有 很 多 应 用 . 
= (ha 7 < 7 
让 明 ， = | nk Rim — 
证 明 : 之 4 有 册 (24) 


解 设 f(x) 为 m 次 多 项 式 amx" 十 az 十 … 十 ao, 则 
Af(z)} = fx 1 f(x) 
i a a De a a 
二 mawmrz”™ 十 十 ai 


为 m 一 1 次 多 项 式 , 首 项 为 wawz” (其 他 各 项 系数 ww ，…， a! 不 必 有 具体 写 出 ). 
依 此 类 推 ,我 们 得 到 A" FFCz) 是 一 次 多 项 式 , 首 项 为 m!。awz，A"F(z) 是 常数 
ml » am. A” f(z) 及 更 高 阶 的 差分 为 0. 所 以 
3 (25) 


ml oas WN 


第 27 讲 组合 恒 等 式 
特别 地 , 取 f(x) = zx", 再 令 工 = 二 0 即 得 (24). 
n—l 
加 3 证 明 , n! = 2 (一 由 GCn 一 k)". (26) 
k=0 
i] 
解 。》) (一 1)*Ct(n—k)" 
k=0) 
= > (— 1)*Ct(n—k)” 
k=0 
3 Dl", 
k=0 
利用 (24) 即 得 (26). 
ye  、 A 
例 11 证 明 : 2 1) Cn m 十 上 ee (27) 
解法 一 (27) 的 左边 基本 上 是 阴 数 f(x) = ne 一 0 处 ( 即 令 并 一 0) 的 ?一 
1 上 1 
m 阶 差分 . 直接 算得 一 Af(z) 一 a ET1lTm Letmi(rt Tm) 
一 般 地 (用 归纳 法 不 难 证 明 ) 
上 i tl 
PT 
因此 
__ 1k (nCO— 7m)! 
之 1 Cr-。 i ep Wp (zx 二 m)(z 十 mm 十 1)…(zx 十 n)” 


特别 地 , (27) 式 (x = 二 0 的 情况 ) 成 立 . 
(5) 是 (27) 的 特例 (m 二 1, n 换 为 n 十 1). 


解法 二 
m 成 立 , 则 由 


上 二 0 
Nn—nt]1 


2 和 C= i . 
k=0 


n—nmtl 


= >，( 一 1)4C4 。 
二 0 


= 


上 二 0 
NE 
(m1)C™ 


n—nrtl n—m 
|] 6 i 一 一 六 3 1 


1 
A a 闻 


对 nn 一 m 归纳 .n= 二 mm( 即 nn 一 mr == 0) 时 (27) 显然 成 立 .假设 (27) 对 nn 一 


mm 二 上 


mk 


(28) 


1 
m 十 1 十 k 
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(最 后 一 步 利 用 了 归纳 假设 ,但 n, m 分 别 用 nn 十 1, m 十 1 代替, 差 仍 为 n 一 m). 又 
1 1 1 


mC mt DC Cn， ey 
(28)，(29) 及 (27) 三 式 相 加 得 
nn? 1 1 
> ii 1 kk 一 一 一 一 一 一 一 0 
k=0 ‘ Ch m 十 mm Po 


即 (27) 在 nn 一 m 换 为 n 一 m 十 1 时 仍然 成 立 , 所 以 (27) 对 一 切 非 负 整 数 n 一 m 均 成 立 . 
注 解法 二 无 非 再 作 一 次 差分 . 


解法 三 ”考虑 定 积 分 I,，, = | ia — rx)" "dx. (31) 
如 果 将 (1 一 x)"”” 展开 再 逐 项 积分 , 则 


n— 1 nN 
I = D1 Crd = D(C—1)C 。， (32) 
k=0 0 


和 
让 m 十 kk 


男 一 方面 ,熟悉 B( 贝 塔 ) 函数 与 函数 的 读者 立即 看 出 (用 分 部 积分 也 可 直接 算出 
最 后 结果 ) 
Ea 2 _ Pom)T(n—m 站 1) 
Ih,» = Blm, 72 一 7 十 1) = ”Ti 
rs A Ds 


因此 (27) 成 立 . 

注 (2) 微 积分 ,我 们 尽量 避免 使 用 . 偶 一 为 之 是 希望 师范 院 校 的 同学 知道 稍稍 
“高 级 ”的 工具 是 可 以 处 理 初等 问题 的 . 其 实 ,前 面 一 些 例 题 也 有 能 用 求 导 或 求 积 来 处 理 
的 ,请 读者 自己 留意 . 

(ii) 用 两 种 不 同 的 方法 来 处 理 同 一 个 量 ( 如 了 有.,,) ,从 而 导出 一 个 等 式 ( 或 关系 ), 是 
一 个 很 重要 的 方法 , 称 为 “ 算 两 次 ”. 本 书 中 有 不 少 这 样 的 例子 . 

十 阿 设 S = 二 1 十 2 十 … 十 式 , 证 明 : 


ml] 
FCS 一 (2 十 1D)” 一 1 (34) 
k=0 
m—] 杂 
解 ” 左 边 = 2,C > 天 
==0 r=l] 
六 m—] n 
= 2 Cr = 2 +7" —r) 
r=] #=0 r=] 
二 (n 十 1)" 一 1 = 右边. 
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在 证 明 中 ,我 们 交换 了 和 号 的 顺序 . 这 正 是 一 种 “ 算 两 次 ”, 也 称 为 富 比 尼 (G. Fubi- 
ni，1879 一 1943) 原理 . 
2 看 ”证明 : 2 CCC 一 /CC2. (35) 
解 ”首先 注意 [和 一 GCT (36) 
( 即 习 题 27 第 6 题 ) ,所 以 (35) 的 左边 等 于 
eS DM Ae 
3 Fre p> CsCsC 《交换 和 号 ) 
-Doo Too 
A (利用 (36)) 
一 Cr >/ 
二 CrCx (利用 (36)) 


注 〈i) 证 明 中 三 次 利用 了 等 式 (36), 但 其 中 字母 需 根据 情况 作出 相应 变更 . 

(ii) 2， 之 等 表示 对 人 、 对 ] 求 和 ,范围 不 作 限 制 ( 实 际 上 只 有 有 限 多 项 非 0). 

(iii) 证 明 中 先 ( 利 用 (36))“ 生 出 ”一 和 ,然后 再 改变 求 和 顺序 . 这 种 “无 中 生 有 ”的 
方法 是 一 种 高 级 技巧 ,用 处 颇 多 . 

82 帮 EE ”证 明 ， 3 oy. tp Cte (37) 


解 (35) 的 两 边 都 是 的 (p 十 q) 次 多 项 式 . 对 于 自然 数 n, (35) 成 立 . 从 而 对 一 切 
n 两 边 相等 .将 n 换 为 一 1 一 则 Ce 一 人 一 一- 成 为 
dd a 
C= Lk a ( 2 ?Ce,,. 
同样 CG，Cs 成 为 (一 1)*C?， 及 (一 1)oCi ke。 这 时 (35) 就 是 (37). 
注 巧妙 地 利用 多 项 式 恒 等 定 理 ,可 将 组 合 数 C” 中 的 nn 换 为 一 n 一 1, 即 将 C; 


换 为 (一 1)"。C”,,,， 而 导出 许多 新 的 组 合 等 式 ( 但 需 注 意 m 的 变化 范围 必须 与 
无 关 ). 


= 2 (38) 
大 


(38) 就 是 誉 满 海 内 外 的 李 壬 叔 恒等式 . 李 壬 叔 (Li Jenrshu，1811 一 1882) 即 李 善 
兰 , 是 我 国清 代 杰 出 的 数学 家 . 
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FT RE 
h 让 十 于 三 过 ]。 h， 
之 1 放 之 1 


解 ” 从 hh 种 球 中 取出 m 个 (每 种 球 可 取 任 意 多 个 ) 排 成 一 列 有 h” 种 排 法 . 

另 一 方面 , 设 第 1 妃 册 rw 种 球 分 别 取 出 本 人 了 和 人 个 , 排 成 一 列 的 种 数 为 
《ee ml m 
i i 因此 ， a 二 i ol h 加 (40 ) 

熟悉 多 项 式 定 理 的 读者 可 在 (zi 十 zz 十 … 十 x，)” 的 展开 式 中 令 z 二 … 二 x, 二 1， 
便 得 到 (40). 

特别 地 ， > 二 (41) 


nd tm Nd Wd 


ey r a 
11 全 0 iy 全 0， in 0 


(41) 的 左边 对 每 个 户 (0 委 六 委 70，，…，i 中 可 取 六 个 大 于 0, 其 余 的 为 0. 所 以 它 也 
就 是 (39) 的 左边 . 


习题- 27 1 
1 证明， DCmCt 一 Cn .2 
由 二 mm 


2. 证 明 : >，( 一 1)4C4 ,二 1, 0, 一 1, 根据 nn 除 以 3 的 余数 为 0，1, 2 而 定 . 
k=0 


3. 证 明 : 2》) (一 1)*Ct = (一 1)”C7 ，， 
人 一 0 
0 (nm), 
(一 1)” (n= m). 


5. 设 {ak} 为 等 差 数列 . 证明: > ,atCezrt(1 一 z)" 是 xz 的 一 次 多 项 式 或 常数 . 


4 :证明 > 一 1CC2 一 | 


mn 
6 证 明 s 2 CCC 
名 二 0 
7. 设 a; 二 2》) CCi, 证 明 a; 一 ai 进而 导出 例 6. 
3 
8. 设 对 nENU1{10), 有 gln) = > CORE) 证 明 :f(n) 一 2) (一 1)"*Ctg(k). 
k=0 炎 一 0 


Ln/2] 


ss. 
k=0 


第 28 讲 母 函 数 


第 28 讲 母 困 数 


母 消 数 是 一 种 重要 的 工具 . 


我 们 称 ao 十 aiZ 十 azz2 十 十 anr" 十 *… (1) 

为 数列 do ais dzs "rs ans (2) 
的 母 函 数 . 这 种 母 函 数 是 所 谓 形式 震级 数 , 它 可 以 像 多 项 式 那样 作 加 、 乘 等 运算 ,并 约定 
Qo 十 qz 十 十 asx" 十 二 本 十 bi 工 十 十 br" 十 …， (3) 

即 ao 一 而 ,2 = bh ,ai = bs (4) 


我 们 关心 的 只 是 (1) 中 系数 ( 即 数列 (2)) 的 性 质 , 而 不 讨论 (1) 的 收敛 性 . 
(1) 可 能 只 有 有 限 多 项 . 事实 上 ,最 常见 的 母 阴 数 便 是 


(1 十 Xz)” 二 1 十 nz 十 Cx 十 … 十 Cx 十 … 十 x" (5) 
辣 ” 证 明 : 

a (6) 
皮 

Ch SL Ch (7) 
大 

ted > 1 = TI (8) 
点 


解 考虑 (十 zx"*(1 十 zx)" 中 zx! 的 系数 .一 方面 , 《1 十 x) 填写 (1 十 2 ， 
其 中 x' 的 系数 为 Ci 

男 一 方面 ,如 果 先 将 (1 十 zx)", (1 十 x)”" 展开 成 (5) 的 形式 ,然后 再 相 乘 便 得 x' 的 系 
数 为 (7) 式 左边 . 


所 以 (7) 式 成 立 . 
在 (7) 中 今 mx = 二 t= 二 n 便 得 (6)( 直 接 证 明 也 不 困难 ). 
为 了 证 明 (8) 式 ,利用 母 函 数 
(1 一 zz) 一 1 一 过 十 … 十 (一 1)4Cez 十 … 十 (一 1)"z". (9) 


考虑 (1 一 xz)”(1 十 x)” 中 zx” 的 系数 .与 前 面 类 似 ,一 方面 先 乘 后 展开 得 这 系数 为 
(1 一 zx)” 中 x” 的 系数 , 即 (8) 右 边 . 另 一 方面 , 先 展开 后 乘 则 这 系数 为 (8) 式 左边 . 所 以 
(8) 式 成 立 . 

注 这 又 是 “ 算 两 次 ”. 

证 明 : SREY =n (10) 
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解 kGC == nC 二 ,所 以 (10) 式 即 


2 C03 i 一 C73, (11) 
将 (5) 与 (1+zx)" = ,Ca (12) 
相 乘 ,考虑 其 中 x"'! 的 系数 便 得 
2 CC 和 (13) 
所 以 (10) 式 成 立 . 
区 衣 证 明 : 2 CC = Cn. (14) 
解 ” 考 虑 母 函数 Patntaty (15) 


中 zy 的 系数 , 它 显然 是 (14) 的 左边 ( 正 是 由 于 这 样 ,我 们 才 引 进 (15)). 
另 一 方面 ,(15) 等 于 


二 DD 一 (十 ss Ci (雄一 y A 
ey > oa 


si 
一 一 了 1 十 动 -2 十 二 十 2 十 六 


A 


中 含有 zx”"'y'( 系 数 为 1), 所 以 (15) 中 x”"iyi 的 系数 为 Cn. 

综 上 所 述 ,(14) 成 立 . 

引进 母 函 数 ,无 非 是 期 望 对 某 一 个 量 找到 几 种 不 同 的 计算 方法 . 算法 越 多 , 越 有 可 
能 产生 人 恒等式. 


证 明 : yc -pe = (16) 
解 ” 记 (16) 的 左边 为 So， 则 母 函 数 
2 Sx’ = 2 DG Cen Co 

= DD (] 十 Z)m 

一 aran2c yO pot (re) 


一 a+rar2c yet 


-a 和 
Li 


Tra) * ce 轴 


-tan bes) (spa) 
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= (1 十 2x)”"™， 
其 中 x' 的 系数 为 C_,，2', 所 以 (16) 成 立 . 
中 了 ”证明 SCC) 十 ZX)””*(1 一 zx)* 的 展开 式 中 z 的 奇 次 只 不 出 现 ， 
解 如 果 直 接 展开 ， 


2 (CI 7) 


=0 


= | (CG) i a (一 ]) Co _ aC 
太一 0 有 t 


= > C1 0 a (17) 

其 中 内 和 >， >， 不 易 计 算 , 难 以 断定 在 h 为 奇数 时 , 它 的 值 为 0. 
我 们 另辟蹊径 . 注意 》) (Ct)?(1 十 Xx)” 2*(1 一 这)* (18) 
恰好 是 (y 十 (1 十 z)2)"(y 十 (1 一 工 )2) (19) 


中 y" 的 系数 . 而 母 明 数 (19) 等 于 


(y 十 十 1 十 2x)"(y 十 十 1 一 2x)" 
一 (yy 十 到 十 1 一 和 2 )", 


展开 后 只 有 x? 的 寡 即 x 的 偶 次 突出 现 ( 它 是 xz 的 偶 函 数 ) ,这 就 是 我 们 要 证 明 的 结论 . 
顺便 得 到 结论 : 在 h 为 奇数 时 


娠 h 
> (20) 
太一 0 t=0 
注 〈iD 在 站 为 偶数 时 ， 
n 肯 
i (21) 
中 二 0 1 一 0 


(ii) 选用 不 同 的 母 函 数 , 比 较 相 应 的 系数 ,可 以 得 出 许 许多 多 的 组 合 恒等式 ,如 上 
面 的 (20) ，(21). 特别 有 力 的 一 种 母 函 数 是 高 斯 的 超 比 函数 


DO 


_ ala+D(a+no— Dob+D)6+nm1)., 
F(a, b,c, Xx) = 2 pe ee PE PR Ts 
上 面 的 (20),，(21) 就 可 由 它 导出 . 再 如 
2 CH (一 477 = (—1)".。 (2n+1), (23) 


J 
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DC C—O = (一 1 后 (1 十 22 十 十 下 )， (24) 
/AD OG = CD (25) 
- 


等 等 ,也 都 是 复杂 而 优雅 的 组 合 恒等式 . 
我 们 只 用 (1 十 x)"( 及 其 种 种 变形 ) 作为 母 阴 数 ,不 准备 走 得 过 远 , 但 指数 允许 取 


负 整数 值 及 分 数值 本 讲 只 用 到 = 土方 往往 是 方便 的 ,熟知 


和 (26) 
更 一 般 地 ,在 为 非 负 整 数 时 ， 
(Tg se > Oi, (27) 
k=0 
证 明 : 六 GE = (28) 
尺 二 5s 


解 ” 当 哑 标 出 现在 二 项 系数 的 下 位 时 , 宜 考虑 形 如 (27) 的 母 函数 . 
将 (1 一 x) 与 (1 一 zx)-"! 相 乘 得 (1 一 xz)-“+071!, 其 中 z"" 的 系数 为 


Ge ena Cas (29) 
另 一 方面 , 先 展 开 《1 一元) 一 一 vs (30) 
(1—x)™ = pi (31) 


再 相 乘 , 则 x"! 的 系数 为 (28) 的 左边 . 所 以 (28) 成 立 . 
注 ” 如 不 用 形 如 (27) 的 母 函 数 ,在 恒等式 > ;CC”" = C"”,( 即 习题 28 第 1 题 ) 中 
将 s, 1 分别 换 为 一 s 一 1, 一 :一 要 二 Cr， 改 记 5 十 hs 区 十 $s 十 
t 为 k,n, 上 式 就 是 (28). 这 两 种 方法 殊途同归 . 
证 明 : 3 CT CT (32) 
解 ” 左 边 等 于 
DC ar (lt+r)" 


= (+2)" 2) Gm Ge 


让 ) 2n 十 1 


一 Ca 人 


一 《1 十 二 一 
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中 zz!' 的 系数 . 因此 (32) 成 立 . 


着 一 1 
拉 了 证明: 2 (CI 十 G 十 … 十 CDCCH 十 Cit 十 十 Cn) 二 了 CR 033) 
i=0 


解 ”本 例 即 第 27 讲 例 5. 我 们 现在 用 母 函 数 来 处 理 它 . 
记 S; = 二 GG 十 Gi 十 下 十 G6; 则 Ci 十 Ci 十 十 Ce 二 5, ,， 


S。，S1，… 的 母 函 数 是 Tl +z)" (34) 
(一 般 地 , 设 f(z) 一 Co 十 ai 立 十 azd 十 …，9i 一 ao 十 ai 十 … 十 ai, 则 天 开 一 So 和 斗 Siz 
十 Szx? 十 …). 

ml] 
(33) 的 左边 二 >, SiS,_; | 是 
i=0 
昌 
(这 -上 +z)") (35) 
7 
中 关上 于 (一 一 1) xX"! 的 系数 . 
1 2 
(et ) 


= 


= 2 Czt 、 Dy he’ 


-= > (m —k)C rr"! 9 
三 mn 
其 中 xz”! 的 系数 为 
m—l] 
2 ， (1 一 天)C 
类 一 0 
ml 一 1 
#20 2 0 
=0 k=0 
生生 
Mi， (36) 
因此 (33) 成 立 . 
例 9 证 明 : 人 = Cz Cn es (37) 


解 ”我 们 利用 指数 为 一 六 的 二 项 式 
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(1—4r) ?= DGCr: (38) 
(bt Dd- eA 
-人 
及 (1—4zr(l+y) 3 = Cr' (ly). (39) 


考虑 (1 一 4z)- 主 (1 一 4z(1 十 y)) 二 中心 兴 的 系数 .由 (38)，(39) ,这 系数 就 是 (37) 
的 左边 . 


另 一 方面 ， (1—4z) 2(1—4zr(l+y)) 


_1 4x 2 
= (1— 4z) [| 


= (0D) ， 


其 中 y 仅 出 现 于 s 一 & 这 一 项 , 它 等 于 


大 


(1 -er y* 
ss i 
其 中 ye 的 系数 为 AN 。 4 一 人 
综合 以 上 两 方面 即 得 (37). 
k 二 0 的 特例 即 5 一 (40) 
这 也 是 一 个 漂亮 的 恒等式 . 
除 证 明 组 合 恒等式 外 , 母 函 数 还 有 很 广泛 的 应 用 . 
本 设 n 二 1, 两 个 自然 数 的 集合 


(al， CC29 ”9 Wat (bs b,， Pes b,}， (41) 
而 集 (at a | 1<4 带 7) = 翅 和 1 上 入 ， (42) 


这 里 的 相等 计 及 元 素 的 重 数 , 即 如 果 元 素 * 在 (42) 的 左边 出 现 & 次 (用 种 方法 表示 成 
ai 十 ww 的 形式 ) ,那么 也 在 (42) 的 右边 出 现下 次 .证 明 存 在 自然 数 户 ,使 


gh (43) 
解 ”考虑 母 困 数 f(z) 一 zi 二 x 十 十 x (44) 
(注意 这 一 次 w 不 是 母 函 数 的 系数 ,而 是 它 的 指数 ) 
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及 g(T) 二 x 十 x 十 … 十 x 后 . (45) 


(C FOL — fC) 
一 (2 十 十 ze 六 一 (Za 十 … 十 Te ) 


= (46) 
1 二 i 一 ) 过 > 
同样 ， (Cg(Z))2 一 g(z2) 
(47) 
一 2 tts 
zx 


(46)，(47) 中 系数 表示 和 a; 十 a;， 6; 十 5b 出 现 的 次 数 . 由 已 知 


(fOrTIN fr) = (g(r) Sg (48) 

即 (CF(z))2 一 (g(Cz))2 = f(x) — g(x’). (49) 
由 于 f(1) 一 g(1) =n 一 n == 0, 所 以 (zx 一 1) | (f(z) 一 g(xz)》 从 而 存在 自然 数 

hh ,使 f(z)—g(x) = (rx— npP(xr), P() #0. (50) 
因此 fr)—g(r) = (x — DuP(r). (51) 


由 (49), (50), (51) 得 
CTOTI RD 


h PY 2 

即 Fe 二 和 二 (52) 
在 (52) 中 令 z 二 1 得 pi (53) 
ME 


由 于 7 放 1, 所 以 有 证 1, hi 一 1 为 一 自然 数 h, 故 n= 二 2*. 
为 ， mz，…, m,， 从 这 个 数 中 取 r 个 相 乘 ,再 将 所 有 的 积 相 加 得 出 和 S,. 则 :及 
m1，mz，…， ms 取 何 值 时 ,S, 最 大 ? 

解 在 t= 二 m 并 且 m! == mz 一 … 王 Mi 一 1 时 ,S. 取 得 最 大 值 Cr 

为 证 明 这 一 结论 ,考虑 母 郴 数 


《1 十 ma) 十 zaz 工 ) (1 十 zx， (54) 


其 中 xz" 的 系数 就 是 S,. 
我 们 有 显然 的 不 等 式 
| +mie+ CC ZX 十 …: A be 十 … 十 友 ) 中 必 的 系数 
一 (1 十 z)mm(1 十 z)…(1 十 z)” 中 民 ' 的 系数 
二 (1 十 Xx)” 中 zx 的 系数 
= Cr ， 
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当 且 仅 当 mi = mz 二 … = m = 二 1, +t = 二 mmx 时 等 号 成 立 . 

注 (i) 母 函 数 (54) 中 ,每 个 因数 1 十 mir 的 一 次 项 系数 m; 不 一 定 是 1. 它 称 为 
“ 权 ”, 在 概率 论 中 ,常常 表示 概率 . 

(ii) 更 进一步 ,分 正 数 m 为 上 个 正 数 mm ， mz ，…， m4.( 的 和 ), 这 里 mi 不 一 定 为 整 
数 , 但 每 一 个 均 不 小 于 已 知 正 数 6, 按 上 面 的 要 求 算出 和 S, ,那么 可 以 证 明 


S, Simm—O) mo— (r— 1)0). (55) 


例 11 是 6 = 1 的 特例 情况 . 
阿 丽 丝 有 两 只 袋子 . 每 只 中 含 4 只 球 ,每 只 球 上 写 有 一 个 自然 数 (允许 重 
复 ). 阿 丽 丝 从 每 只 袋 中 随机 地 各 抽 一 只 球 , 算 出 这 两 只 球 上 所 标的 数 的 和 ,然后 将 球 放 
回 各 自 的 袋 中 . 这 样 重复 多 次 . 毕 尔 发 现在 记录 表 上 ,各 个 和 数 出 现 的 频率 (概率 ) 恰 好 
与 从 {1, 2, 3, 4} 中 人 允许 重复 地 选取 两 个 数 , 所 得 和 数 出 现 的 频率 完全 相同 . 如 果 有 一 
只 袋 中 的 球 , 所 写 的 数 不 组 成 集 {1，2, 3, 4) ,那么 两 只 袋 中 的 球 各 写 了 些 什么 数 ? 
解 ” 集 (1,2, 3, 4} 的 母 函 数 


ZX 十 工 十 十 x (56) 
(与 例 10 相同 , 1，2, 3, 4 不 是 母 函 数 的 系数 ,而 是 它 的 指数 ) 自 乘 得 
(XTX 十 TXT 十 如 十 )*. (57) 


(57) 展 开 后 x 的 系数 即 从 {1, 2, 3, 4} 中 人 允许 重复 地 选取 两 个 数 ,和 为 * 的 次 数 . 
设 两 只 袋 中 的 球 上 所 写 的 数 为 Cl d2» U3» LO 及 bi , pz， b;， bi , 则 | 


(el 十 22 十 es 十 X34 (十 2 如 十 十) 
中 惰 的 系数 即 记 录 表 上 和 数 s 出 现 的 次 数 . 根据 已 知 


Cz 十 8 十 2 十 2 区 十 治 十 芭 十 芭 ) 
二 (7 十 TT 十 xX 十 x1):， (58) 


由 于 (XxX 十 十 十 X')? 二 x(1 十 xz)*(1 十 7， (59) 
将 (1 十 x)*(1 十 zx?)? 写成 两 个 系数 和 为 4 的 因 式 之 积 ,除了 (1 十 x 十 十 ZT) 外 ,只 有 
(1 十 z)2。(1 十 zz)2 = 二 (1 十 2x 十 zx)。(1 十 2x? 十 xz!) 

这 一 种 . 即 zx 十 ze 十 2 十 友 为 
zfT 十 2z 十 22) 王 并 十 222 十 妇 三 工 十 到 十 过 十 瑟 


或 冯 (1 十 2z2 十 2 一 二 十 到 十 和 十 玫 
{Qi U2»» Us, i ee 稳 攻 sy 2 3} 或 {1， 3 地 4 
{Dy’s b»， ba3s b?} ee 各 时 Dy 地 4} 或 {1， A 六， ks 
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概率 为 ps 宇 0 (1 过 4 过 6). 这 里 广 十 户 十 … 十 访 一 1 sf [是 机 二 
户 二 … 二 ps 二 言 ). 能 否 造 一 只 ( 非 均匀 的 ) 般 子 , 挪 两 次 时 所 得 和 数 为 2，3，…，12 


的 机 会 (概率 ) 均 相同 ? 
解 ” 如 果 机 会 均等 于 1/11, 那 么 


(PT 十 十 por)? 一 (zz 十 z3 十 十 z2)/11 
二 Xx:(1 十 xX 十 … 十 Xx")/11. (60) 


但 1 十 x 站 … 十 zx” 一 的 根 为 e 重 (上 三 1, 2,…, 10) ,无 重 根 .而 (Piz! 十:… 十 
psx")" 的 根 均 为 重 根 . 所 以 (60) 不 可 能 成 立 . 这 表明 不 可 能 造 出 满足 要 求 的 山子 . 


1. 证 明 : — he 
= 由 
2. 证 明 ; > CC 一 Cel. 
由 
3 对 第 > (一 1J4KC42. 
友 


Ln/2] 
4. 证 明 ， 号 和 1 0 下 1. 
[2] 


5. 证 明 : 2 全 人 过 全 -人 
6. 证 明 : D1 D2 Ct 一 2 十 1. 


7. 证 明 :在 实数 户 , g 之 和 为 1 时 ， ee i 一 工 
8. 证 明 : 忆 ( 一 DGCA 一 (一 Dics ,. 

9. 证 明 : Cn ME 

0. ss eh St 


k] 十 到 te = 


mi 


11. 证 明 : 2 CHC 了 ?1 十 办 = (Bm: 
取 . 来 ye El 
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线段 与 角 是 直线 形 的 基本 元 素 . 


线段 的 相等 或 成 比例 ,与 平行 线 关系 很 大 . 角 的 相等 除了 利用 平行 线 外 ,通过 四 点 


共 圆 来 证 明 也 是 最 为 常用 的 . 


直线 形 中 最 单纯 ,同时 也 最 为 丰富 多 彩 的 图 形 是 三 角形 (二 维 单 形 ) ,有 关 三 角形 的 


问题 特别 多 . 


很 多 问题 需要 利用 全 等 三 角形 或 相似 三 角形 . 因此 ,发 现 图 形 中 隐藏 的 全 等 三 角形 
或 相似 三 角形 往往 是 解 题 的 关键 . 必要 时 ,也 常常 通过 添 辅助 线形 成 全 等 或 相似 的 三 


角形 . 


图 中 品 为 和信 ABC 的 边 BC 的 中 点 .EE, 下 分 别 在 AB, AC 的 延长 线 上 ,并 且 
DE = DF. 过 E, 分别 作 AB，AC 的 垂 线 ,相交 于 P. 求 证 : PBE = PCF. 
解 图 中 重要 元 素 都 在 BC 下 方 .D 是 八 PBC 的 边 BC 的 


中 点 . 设 G, 日 是 这 个 三 角形 其 他 边 的 中 点 , 则 


DGZ 二 PC， DH PB. 


又 在 RtAPEB 中 ， 
EG = BG = #PB. 


同样 ， 


由 (1)，(2)，(3) 得 
DG = FH, DH = EG. 
又 已 知 DE = DF ,所 以 
AGDE Se AHFD, 
ZZDGE = /FHD. 


又 由 (1)， LBGD = ABPC = 一 DC. 


(6) 一 (7) 得 
/BGE = /CHFK. 
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又 由 (2)，(3) 知 ,人 BEG 与 ACHF 均 为 等 腰 三 角形 , 且 顶 角 分 别 是 人 BGE，CHF， 
故 有 
ZPBE = 了 PCF. 

本 题 的 关键 是 利用 有 关中 点 的 性 质 ( 中 位 线 、 斜 边 上 的 中 线 等 ), 找 出 全 等 三 角形 
(BPC5)). 

几何 题 ,常用 执 果 索 因 的 分 析 法 解 . 但 书写 解答 时 ,最 好 采用 由 因 及 果 的 综合 法 . 写 
好 解答 是 一 项 不 可 忽视 的 基本 训练 . 在 初学 阶段 ,应 该 提倡 用 “因为 …… ;所 以 ……: ” 表 
述 ,不 用 或 少 用 “二 >” 之 类 的 符号 . 

”宁国 ”如 图 ,在 梯形 ABCD 的 腰 AB, CD 上 向 外 作 正 方形 ABEF,，, CDGH. 又 过 

AD 中 点 1 作 AD 的 阜 线 , 交 FG 于 天 .求证 : 


FK = KG. (8) 


解 作 FM | AD, GN | AD,AP | BC， 
DQ | BC, 垂 足 分 别 为 M,N, P, Q. 容易 知道 


AAMF ww 八 APB, (9) :| C 
图 29-2 
所 以 
AM = AP. (10) 
同 理 
DN = DQ. (11) 


1 是 AD 中 点 ,因而 也 是 MN 中 点 . IK 过 梯形 K & 
MNGF 的 腰 MN 的 中 点 ,又 与 底 EM 平行 ,所 以 IT 5 


K 是 FG 的 中 点 ,也 即 EK = KG. TS 
人 APB 绕 A 顺 时 针 旋 转 90" 得 到 人 AMF， EE 


八 DQC 绕 DD 逆 时 针 旋 转 90" 得 到 ADNG. 它们 与 Bk 二 三 丰 
四 边 形 ADGF 拼 成 梯形 MNGF. 这 种 “ 动 ”( 也 就 号 强 3 
是 变换 ) 的 观点 在 第 34 讲 还 要 专门 论述 . 

也 可 以 过 G, 下 作 IK 的 垂 线 ,分 别 交 IK 于 S, T. 证 明 人 GKS 名 和信 FKT(GS = 
ID+DQ = FT). 

在 A 与 D 重合 时 ,梯形 ABCD 退化 为 三 角形 . 这 时 的 情况 是 一 个 大 家 熟悉 的 老 问 
题 ( 如 见 许 芝 盘 《 几 何 定理 与 证 题 》). 例 2 则 是 叶 中 豪 先 生 所 作 的 推广 . 

了 2 在 等 腰 直 角 三 角形 ABC 的 腰 CA ,CBE 上 ,分 别 取 也, E, 并 且 CD = CE. 过 
C, DD 作 AE 的 垂 线 ,分 别 交 AB 于 G，H. 证明， 

BG = GH. (12) 
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解 ”延长 AC 到 下 ,使 CF = DC. 因为 DH // CG, 要 证 (12)， 4 
只 需 证 FB // CG ,也 就 是 FB | AE. 


易 知 AACE 吕 ABCF, 所 以 RK 
EC = ZAEC = 的 一 (13) 
由 (13) 即 得 FB | AE. | 1 
注 更 简单 的 说 法 是 AACE 绕 C 点 顺 时 针 旋 转 90" 变 成 ”FF 
和 人 BCF(A 变 为 B, 下 变 为 ). 因为 AE 旋转 90" 变 为 BF, 所 以 AE 图 29-4 


二 束 。 
1 在 AABC 外 面 作 正 方形 BCDE , ACFG, BAKH ,再 作 平 行 四 边 形 FCDQ， 
EBKP. 证 明 八 APQ 是 等 腰 直 角 三 角形 , 
解 图 中 有 不 少 全 等 三 角形 ,如 
AKBP 2 ABAC 
(KB = BA, KP = BE = BC, ABKP = ZHKP—90°= /ABE—90° = /ABO), 


所 以 BP = AC, /KBP = /BAC. 

同 理 , 由 八 FCQ 只 人 CAB 得 CQ = AB, /FCQ = /CAB. 

于 是 人 ABP 名 人 QCA(AhB = QC, BP = CA, /ABP = 90°+ /KBP 三 90" 十 
LBAC = 90°+ LQCF = /QCA), 从 而 AP = AQ， 
LPAQ = /PAB++ /BAC+ /CAQ 

= AAQC+ LQCF + /CAQ = 90°. 

注 图 29-5 中 , BAC 一 90". 当 BAC 宇 90" 时 证 明 
类 似 . 也 可 以 约定 角 为 有 向 角 , 即 由 始 边 逆 时 针 转 动 到 终 边 所 
得 的 角 为 正 ,否则 为 负 . 这 样 , 上 面 的 证 明 无 论 人 BAC 与 90" 
的 大 小 关系 如 何 , 均 可 适用 . 

相似 三 角形 比 全 等 三 角形 的 应 用 更 为 广泛 . 由 相似 三 角 
形 可 以 产生 成 比例 的 线段 . 平行 线 与 直线 相 截 也 可 以 产生 比 
例 线段 . 

9 在 RtAABC 中 , BAC = 90", BAC 的 平分 线 交 BC 于 D. 点 DD 在 AB， 
AC 上 的 射影 分 别 为 P, Q，BQ 交 DP 于 M,CP 交 DQ 于 
N，BQ 交 CP 于 五. 证明， 

(a) PM = DN. 

(b) MN // BC. 

(c) AH | BC. 

(2003 年 罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 试题 ) 
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解 昂 知 四 边 形 AQDP 是 正方 形 ,因为 


人 BPM c 人 BAQ， 
PM _AQ_ DQ 
所 以 Bp 一 ap = AP- (14) 
， DQ _ DN 
又 DQ // BA ,所 以 AB = Bp- (15) 
由 (14), (15) 得 (a) ,并且 MD = PD 一 PM = DQ 一 DN = NQ. 
， PN _DN _PM 
因为 PD // QC, 所 以 NC = Na = MD: (16) 
由 (16) 得 (b). 
因为 PM = DN, AP = PD, 所 以 
RtAAPM 2 RtANPDN, 
PAM = /DPN = 90" 一 “APC. C17) 
由 (20) 得 AM | CP. 
同 理 AN | BQ. 


因此 , 瓦 是 AAMN 的 重心 , AH | MN. 

由 (b), AH | BC. 

在 本 例 中 ,比例 式 (16) 导 出 直线 平行 .又 AAPM 旋转 90"( 再 平移 ) 得 到 八 PDN ,所 
以 AM 与 PN 垂直 . 

六 设 AABC 的 边 长 为 BC = a, CA = 6b, AB = c, a, b,c 互 不 相等 . AD， 
BE ,CF 为 角 平 分 线 , 并 且 DE = DF. 求证 : 


a bb a 

i iy 

(b) /BAC > 90.. 
(2003 年 中 国 女 子 数学 奥林匹克 ) 

a __ab 
bi+c c+a 
易 知 or Si (19) 
c 十 a” Q& 十 六 


所 以 (a) 式 的 几何 意义 就 是 CE 十 BF 等 于 ) 


为 此 ,我 们 先 要 将 CE 与 BF 加 起 来 ,也 就 是 在 BF 的 延长 线 上 取 P, 使 FP = CE. 
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或 者 在 CE 的 延长 线 上 取 Q ,使 EQ = BF. 
因为 AE = - < pi = AF, 所 以 可 在 AE 上 取 F', 使 AF’ = AF(F' 与 下 关 
于 角 平 分 线 AD Ce 1 = 
ZAED = ZEF'DS zBED, (20) 
从 而 AQED 2 八 BFD, 
LEQD = /FBD. (21) 
由 (21) 得 人 CQD cp 人 CBA ,从 而 
_CBXECD EE ab _ a’ 
CR 
由 (19), (22) 及 CQ = CE 十 扣 = CE 十 BF 得 (8). 
现在 证 (b). 
(a) 去 分 母 得 


ala 二 Bb) (a 二 oc) 二 6b(b 十 (6 十 a) 十 clc 二 a) (c++b). 


(22) 


展开 、 整 理 得 


a:(a++b 二 coc) 和 一刀 (十 0 十 c) 十 cz(a 十 0 十 c) 十 age 
二 六 (a 十 6b 十 0 中) 十 (a 十 5 十 0)， 


所 以 az 小 十 cBAC > 90". 
注 《iD 证 明 两 条 线段 的 和 等 于 某 个 值 ,常常 先 将 这 两 条 线段 加 起 来 ,成 为 一 条 
线段 . 
(11) (20) 表 明 A, F, D, EE 共 圆 ,但 我 们 并 不 需要 这 个 结论 ， 
(ili) 人 ABFD 绕 DD 旋转 得 到 八 QED. 
Civ) QQ 在 CE 的 延长 线 上 ,但 是 否 在 EA 的 延长 线 上 , 却 不 能 预先 知道 . 
是 已 知人 ABC 中 , 人 C= 90". DD 为 AC 上 一 点 ,K 为 BD 上 一 点 ,并 且 


LABC = LKAD = /AKD. (23) 
证 明 : BK = 2DC. (24) 
解 过 A 作 AE | AK, 交 BD 延长 线 于 E. 由 人 ABC = 人 AKD 得 
RtAABC ww RtAEKA, (25) 
AB _ AC 


EK 一 EA: (26) 
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又 由 人 KAD = 人 AKD 得 8 
KD = DA. (27) 
LAED = 90°— /AKD = 90°— /KAD = /DAE, 
AD = DE. Pe CD a 
所 以 DD 是 KE 的 中 点 ,又 i E 
ZAED = 90°— /ZAKD = 90°— /ABC = /BAC, 
因此 ABAD ww ABEA， (28) 
全 = 弛 (29) 


由 (26)，(29) 得 


ap XEA | 2A8WEA 


所 以 BK = EB— EK = 2AC —2AD = 2CD. 


本 题 的 辅助 线 不 仅 产生 与 原 三 角形 相似 的 直角 三 角形 ( 即 (28)), 而 且 还 产生 另 一 
对 相似 三 角形 ( 即 (28)). 和 八 BAD 与 人 BEA 有 一 个 公共 角 , 又 有 另 一 组 角 相等 . 这 种 相 
似 三 角形 在 解 题 中 常会 出 现 , 不 可 忽视 . 如 果 作 人 AADE 的 外 接 圆 ,那么 BA 就 是 切线 . 
人 BAC = 人 E 就 是 弦 切 角 等 于 所 夹 弧 上 的 圆周 角 . 

在 延长 BD 到 下 ,使 DE = KD 时 ,我 们 就 预期 有 (30) 成 立 ( 因 为 KE = 2DA, 所 以 
(24) 与 (30) 等 价 ). 而 由 证 明 (30) 出 发 ,又 可 以 产生 一 种 不 用 相似 ,只 用 全 等 的 证 明 ， 

延长 AC 到 F, 使 CF = AC, 则 AF = 2AC, BFC = /BAC = 9%0" 一 ABC = 
90 一 人 AKD = 人 BEA = 人 DAE. 所 以 BF // AE ,四 边 形 ABFE 为 梯形 . 

由 和 人 FBE = 人 BEA == 人 BFC ,得 FD = BD. 所 以 EB = AF =2AC, BK = 2CD. 

梯形 ABFE 是 等 腰 梯 形 . 

例 7 也 可 以 用 三 角 来 解 : 

设 ABC = /KAD = /AKD = a, 则 


LBDC = 2a, LBAK = 90°— 2a. 1 (31) 
在 人 ABK 中 ,由 正弦 定理 


_ ABsin(90° — 2a) 
sin(180 一 wy " 
又 ED 三 BDas2o snk60 一 wa (33) 


sin 20 


BK (32) 
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sina sin 20 
即 证 sin 2a = 2sin acos a. (35) 


而 (35) 是 显然 的 ( 倍 角 公式 ). 
采用 三 角 证 法 ,图 中 的 几何 意义 几乎 完全 丧失 . 因此 ,我 们 更 提倡 几何 的 证 明 ,除非 
万 不 得 已 (几何 意义 很 不 明显 ,又 没有 简明 的 几何 证 明 ), 才 “以 算 代 证 ”. 
当然 ,计算 也 是 几何 中 的 一 个 重要 内 容 . 
”和信 ABC 的 外 心 是 0O 〇 ,内 心 是 1, 内 切 圆 分 别 切 三 边 于 D, E, 下, 三 条 高 的 中 


点 分 别 为 Au ，B, ,Cu ,证明 ;:AoD，BoE，CoF, OI 四 线 共 点 . 
解 ” 设 AD 与 OI 相交 于 X ,证明 比 值 六 
cll 
一 厅 (36) 
是 关于 A，B, C 对 称 的 式 子 . 这 样 ,BoE, CoF 与 OI 的 交点 也 
都 是 X , 即 四 线 共 点 . B LDYR 
X 的 几何 意义 不 明显 ,我 们 只 得 计算 . 图 29-9 


设 O, X, A 在 BC 上 的 射影 分 别 为 L,Y, K, 三 边 长 为 a， 
b,c,s 一 广 (& 十 0 十 c)， 内 切 圆 ,外 接 圆 半径 分 别 为 三 ， RR, 高 AK = 疡 , 则 


BD 一 一 0 (38 ) 
aa 
LD = s—b 7 7 ， (39) 
BK =ccos.B, (40) 
DK = ctos B—(s—b) 一 ccosB 一 45 一， (41) 
OL = Reos A. (42) 
由 分 点 公式 (1 二 +Ar =A. OL + XY. (43) 
, 2 
又 在 八 AoDK 中 ， DK A (44) 
由 以 上 各 式 ,(44) 即 
os c—b 
2 | (45) 
epilnill h . 


2 2 


第 29 讲 直线 形 


sm 


8 Led ci A 2 
化 简 得 gy en ep (46) 


因为 h = csin B,， (47) 
所 以 由 正弦 定理 及 (46) 得 


有 sin Bsin C(sin C— sin B) 
A R cs 人 十 2sin Ccos B+ sin B— sin A— sinC' 
(48) 右 边 的 分 母 
二 sin(C 十 B) 十 sin(C 一 B) 十 sinB 一 sinA 一 sinC 
= sin(C—B)++sin B— sinC 
C—B BB: Gt:B 
2 2 i ) 


(48) 


= (cos 


< (49) 


dh 
sin sin 


-kh 
所 以 ,(48) 右 边 


一 cosA 十 2cos Fcos Scos C 部 B 


和 和 25) B+ 


Oe 


= cos A+ (cos 7 7 


= cosA 十 广 (cos(B 十 C) 十 1 十 cos B 十 cos CO) 


= 广 (1 十 cos A 二 cosB+cosO). (50) 


是 关于 A, B,C 对 称 的 式 子 , 也 是 如 此 . 

于 是 AD, BoE, CoF，OI 四 线 共 点 . 

当 O, I 重合 时 ,显然 八 ABC 是 正三 角形 ,而 A,D，BoE, CF 就 是 三 条 高 ,都 过 中 
心 0, 


习 题 29 


1. 西 四 边 形 ABCD 的 边 AB，DC 延长 后 相交 于 开 , AD，BC 的 延长 线 相 交 于 了 上. 证 明 
AB+CD = BC++AD, BK+BL = DK+DL, AK++CL = AL+Ck 


中 只 要 有 一 个 成 立 , 另 两 个 也 随 之 成 立 . 
2. 人 ABC 中 , 人 A 三 90%, 人 B 的 平分 线 交 AC 于 品 , 交 高 AH 于 巨 ,过 巨 作 BC 的 平行 
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线 交 AC 于 下 .求证 AD 一 FC. 
3. 已 知 锐角 三 角形 ABC 的 外 接 圆 半径 为 尺 ， 点 卫 , 瓦 ,下 分 别 在 边 BC，CA，AB 上 . 
求证 AD,，BE, CF 为 人 ABC 的 三 条 高 的 充分 必要 条 件 是 


SAaac = (EF + FD + DE) . R/2. 


4. 已 知人 ABC 中 , AB 二 > AC, 人 A 的 外 角 平 分 线 交 外 接 圆 于 下 , 玉 在 AB 上 的 投影 为 
F. 求证 2AF = AB 一 AC. 

5S. 锐角 三 角形 ABC 的 高 为 AA1,， BBi, CCi. 已 知 BA 十 CB, 十 AC = CA 十 AB， 十 
BC1. 求证 人 ABC 为 等 腰 三 角形 . 

6. 直线 AB 与 CD 相交 于 点 Q，AC 与 BD 相交 于 点 P. 点 X, YY 使 四 边 形 BXCQ， 
DYAQ 为 平行 四 边 形 . 证明 点 P,， X,Y 共 线 (图 29-10). 


图 29-10 图 29-11 


7， 如 图 29-11, 两 个 全 等 三 角形 ABC 与 A'B'C' 的 对 应 边 互 相 平 行 ,公共 部 分 为 六 边 形 
UVWXYZ ,证 明 UX, YV, WZ 交 于 一 点 . 

8. 人 ABC 中 ,日 为 重心 ,R,r 分别 为 外 接 圆 和 内 切 圆 半径 . 在 直线 AH, BH, CH 上 
分 别 取 LL 上 L，M,， N, 使 AL = BM = CN = R. 求 八 LMN 的 角 及 外 接 圆 半径 (用 
人 ABC 的 角 及 尺 ,rr 表示). 

9. 在 四 边 形 ABCD 的 边 AB, BC, CD, DA 上 分 别 取 开 , 工 , M,N, 使 


am DM ss A 天 
KB MC WE EG 
, oe KO 
乡 上 Sm es 
连结 KM, LN, 相 交 于 O. 证 明 OF = OM =* 
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如 果 没 有 圆 ,平面 几何 将 黯然 失色 . 

圆 的 应 用 太 多 了 . 

平面 几何 中 的 轨迹 问题 几乎 都 与 圆 有 关 ( 下 线 也 可 以 看 成 半径 为 无 穷 大 的 圆 ). 
冯 轩 时 已 知 点 B,C, 求 满足 


BA 
MC 二 定 值 * 二 0 (1) 


的 点 M 的 轨迹 . 这 里 | BM | 表示 线段 BM 的 长 ,在 不 致 混淆 (不 涉及 方向 ) 时 , | BM | 常 
省 记 为 BM. 

解 4 二 1 时 ,轨迹 显然 是 线段 BC 的 垂直 平分 线 . 

和 天 1 时 , 设 书 在 线段 BC 内 部 ,Q 在 线段 BC 的 延长 线 上 (4 二 1 时 ,Q 在 C 的 右边 ， 


二 1 时 ,Q 在 B 的 左边 ), 满 足 上 总 -| 一 ER 一 4. P,Q 分 别称 为 内 分 点 、 外 分 点 . 


以 PQ 为 直径 作 圆 ,这 圆 即 为 所 求 的 轨迹 . 
一 方面 ,对 圆 上 任 一 点 M，(1) 式 成 立 . 事 实 上 ,在 M 为 己 或 Q 时 ,这 是 显然 的 . 在 
M 异 于 P,Q 时 ,过 C 作 MB 的 平行 线 分 别 交 MP, MQ 于 E, F( 图 30-1(a)), 则 


[ICF1 TaQcl 


所 以 EC = CF ，C 为 线段 EF 的 中 点 .而 了 PMQ = 90° ,所 以 MC = CF, 从 而 (1) 成 
立 ,M 点 满足 条 件 . 

男 一 方面 ,如 果 点 M 满足 (1) 式 ,那么 M 必 在 以 PQ 为 直径 的 圆 上 . 事实 上 ,在 M 
为 也 或 Q 时 ,这 是 显然 的 .在 M 异 于 P, Q 时 ,过 己 作 CM 的 平行 线 交 MB 于 D (图 
30-1(b) ) , 则 


[| 
IDM| | IDP| | 
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所 以 DP=DM, “BMP = “~DPM = /APMC. 即 PM 是 BMC 的 平分 线 . 同 理 可 证 
QM 是 BMC 的 外 角 平 分 线 . 因此 人 PMQ =90 , M 在 以 PQ 为 直径 的 圆 上 . 

以 上 两 方面 分 别称 为 纯粹 性 、 完 备 性 . 

例 1 中 的 轨迹 称 为 阿 氏 (阿波 罗 尼 奥 斯 ,Apollonius, 约 前 260 一 前 190) 圆 ,用 处 颇 多 . 

A 为 ©O 中 定点 . 动 弦 BC 对 A 所 张 的 角 BAC = 90 , 求 BC 中 点 M 的 

轨迹 . 

解 ” 易 知 轨迹 是 曲线 , (在 平面 几何 中 ) 它 应 是 圆 ( 或 圆 弧 ) ,关键 在 于 确定 圆心 . 

注意 直角 三 角形 斜 边 上 的 中 线 等 于 斜 边 的 一 半 , 所 以 AM = BM. 而 OM | BEC， 
由 勾 股 定理 ,得 


OM?’ + MA’? = OM’ 十 MB: = R’, (2) 
R 为 @O 的 半径 . 
设 G 为 OA 的 中 点 , 则 
4GMz = 2(OM2 十 MA27 一 OA: = 2R 一 OA:. (3) 
即 ge 记 /FE 一 0A7 (4) 


于 是 轨迹 是 以 OA 中 点 G 为 圆心 , 定 长 序 /2R 一 OA7 为 半径 的 国 ， 


在 竞赛 中 ,通常 只 要 求 做 到 这 一 步 , 另 一 半 关于 纯粹 性 的 证 明 往往 省 略 . 因为 在 定 
出 的 曲线 上 即使 有 例外 点 ,一 般 地 说 ,都 只 是 个 别 的 ,而 且 可 以 引入 一 些 解释 ,使 例外 的 
变 为 非 例外 的 (如 平行 直线 没有 交点 可 解释 为 有 一 交点 在 无 穷 远 处 ). 如 果 坚 持 要 证 纯 
粹 性 ,困难 也 没有 多 少 ,在 多 数 场合 可 以 归结 为 作出 适合 要 求 的 图 
形 .在 本 例 中 ,因为 让 V2R 一 O47 二 R 一 让 O04, 所 以 OG 一 定 在 


OO 内 . 设 M 为 OG 上 一 点 ,过 M 作 弦 BC | OM, 我 们 只 需要 证 
明 BAC = 90" 

M 当然 是 弦 BC 的 中 点 ,由 (4) 倒 推 可 导出 AM = MB , 从 而 
ACE 005 

注 ”我们 顺便 证 明了 到 定点 O, A 的 距离 的 平方 和 为 定 值 R? 的 点 的 轨迹 是 以 OA 
中 点 G 为 圆心 , 方 V2R 一 O47 为 半径 的 国 


i 将 某 城市 的 地 图 放 在 该 城 地 上 . 证明 必 有 一 点 与 它 在 地 图 上 的 位 置 重合 . 
解 ” 设 点 A 在 地 图 上 为 A', A' 所 在 地 点 B 在 地 图 上 为 B'. 作出 关于 人 A, A 的 阿 氏 


国 OK 与 关于 B,B' 的 阿 氏 贺 OK', 其 中 的 定 比 X = 了 如 Br 就 是 实地 与 地 图 的 比 (图 


图 30-2 
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30-3 是 理想 的 ,实际 的 比 当然 要 大 得 多 ). 
设 P,Q 为 AB 的 内 、 外 分 点 ,P,Q 为 A'B’ 
的 内 、 外 分 点 . 
A'B', A'P', A'Q' 分 别 为 AB, AP, AQ 的 
1/4,; 因 而 A'P'’= PB = PA’, A'Q’ = BQ = A'Q. 
由 于 PQ 是 OK 的 过 A' 的 直径 ,所 以 A 到 
QQK 上 任 一 点 M 的 距离 满足 
4M 三 KM 一 KA' = KP— KA’ = A’'P, 
AM < KM+KA’ = KQ+ KA’ = AQ, 


因此 P' 在 OK 内 ,Q' 在 OK 外 .以 PQ 为 直径 的 OK' 与 GK 有 公共 点 . 
设 O 〇 为 OK'"，OK 的 公共 点 ,并 且 AOAB 与 和 人 OA’B' 的 方向 相同 ( 即 0, A, B 与 
O, A ，B' 同 为 逆 时 针 顺 序 或 同 为 顺 时 针 顺 序 ). 这 时 O 在 地 图 上 的 位 置 O' 应 满足 


LO04'B' = LOAB, LOB'A’= LOBA. 由 于 0 在 OK;OK' 上 ,所 以 Q4 -= OB, - 


0A” OB’ 
A = pb, 从 而 人 OA'B'cp 人 OAB,， LOA'B'= LOAB, /OB'A' = /OBA. 这 就 导 


出 O 与 O 重合. 

对 于 任 一 点 C, 设 它 在 地 图 上 的 位 置 为 C' ,那么 AOCA cy AOC'A', 因此 O 被 称 
为 ( 顺 ) 相 似 中 心 (请 不 要 与 位 似 中 心 混淆 . 相似 中 心 O 通 常 不 在 对 应 点 的 连 线 CC’ 上 ). 

OK 与 OK 的 另 一 个 交点 O， 称 为 逆 相 似 中 心 , 如 果 将 地 图 翻转 放 在 地 上 ,那么 这 
时 〇 就 是 不 动 点 (与 它 在 地 图 上 的 位 置 01 重合 ), 并 且 对 任意 的 点 C, 八 O,A'C’ on 
AOAC, C 是 C 在 地 图 上 的 位 置 ,但 作 O,A'C' 与 人 OAC 的 方向 相反 . 

注 即使 地 图 从 墙 上 取 下 来 时 发 生 了 变形 ,将 它 放 到 地 上 , 仍 有 一 个 点 与 它 在 地 图 
上 的 位 置 重合 . 这 属于 拓扑 的 研究 范畴 . 

在 与 圆 有 关 的 问题 中 ,四 点 共 圆 是 最 重要 的 . 设 四 边 形 ABCD 中 ， 


地 有 4 万 十 之 PC = 180° (5) 
或 BAC = /BDC, (6) 


那么 A, B,C, D 四 点 共 圆 . 我们 常 说 AD, BC( 关 于 AB，CD) 逆 平行 (这 时 AB, CD 
也 关于 AD,， BC 逆 平 行 ). AD 的 任 一 平行 线 交 AB 于 A’, CD 于 D’, 则 A'D’, BC 也 
(关于 AB, CD) 弟 平行, 即 A',B, C, D' 共 圆 . 反 过 来 ,如 果 A’, D' 分 别 在 直线 AB， 
CD 上 ,并 且 AD, AD 均 与 BC 逆 平 行 ,那么 AD // A'D' (如 同 实数 相 乘 的 “ 负 负 得 正 ” 
的 符号 法 则 ). 类 似 地 ,在 A,，B, C, D 共 圆 时 ,我 们 也 说 AD，BC 关于 AC，BD 北平 
行 ,并 且 AD // AD 时 (图 30-4(a)) ,AD“ 与 BC 关于 AC，BD 逆 平 行 . 
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(a) (b) 
图 30-4 
另 一 种 证 四 点 共 圆 的 方法 是 设 P 为 AD，BC 的 交点 , 若 
则 A,，B, C, D 共 圆 . 
显然 A, B, C, D 共 圆 时 ,(5),，(6),(7) 均 成 立 . 


了 8 在 AABC 的 边 BC，CA，AB( 或 其 延长 线 ) 上 各 任 取 一 点 X，Y，Z, 则 
A 人 人 AYZ, 人 BZX，ACXY 的 外 接 圆 共 点 . 


解 ” 圆 共 点 的 问题 可 以 化 为 点 共 圆 ( 正 像 线 共 点 的 问题 可 A 
以 化 为 点 共 线 ). 设 @AYZ 与 @BZX 相交 于 点 Z，M, 则 六 有 
ZAYM = /MZB = /MAXC. (8) 
因此 ,M,，X,，C,Y 共 圆 . 即 @OCXY 也 过 点 M. B A 站 
点 M 称 为 Miquel 点 .上 面 的 结论 称 为 Miquel 定理 . 图 30-5 


注 (8) 与 (5) 是 相同 的 ,有 时 用 (8) 更 方便 些 . 
了 五 边 形 FGHIJ 的 边 延 长 后 得 五 角 星 ACEBD (图 30-6). 每 个 “ 角 ”( 三 角 
形 ) 的 外 接 圆 相交 , 除 下, G, 日 , I, J 外 又 有 五 个 交点 F', G'，H ,了 , 帮 . 证 明 这 五 点 
共 圆 . 
解 ” ”CFG' = L050G' = LG'AH, 所 以 AA， 
B, F, G 共 圆 . 
同 理 A, B, F, 本 共 圆 . 于 是 A, B, F,G ,J 
五 点 共 圆 . 从 而 
180" = AAAG 五 "十 了 HGTJ 十 JJBA 
= AAHH’+ AHG'T’+LIT 
= AI'H’+ ZHGJT’ + ZIT 
= AHG'J’'+AH'TI']', 
G ，H’ ,了 ,J 丁 四 点 共 圆 . 
同 理 日 , I 了 ,J, F' 共 圆 ,因此 下 ,GH', 了, 五 点 共 圆 . 


第 30 讲 


如 图 30-7(a), AB 是 @O 的 直径 , PA 为 切线 ,过 已 任 作 一 割 线 交 @O 于 
C，D，BC，BD 分 别 与 PO 相交 于 玉 , F. 求证 EO = OF. 


图 30-7 


解 ” 过 C 作 EF 的 平行 线 分 别 交 BA ， BD 于 I, (图 30-7(b)). 要 证 BO = OF ， 
只 需 证 GI = 7, (9) 


取 CD 中 点 G, 则 OG | CD. 连结 IG, 设 法 证 明 IG // JD. 这 就 需要 寻找 /IGC， 
CDB 间 的 关系 . 

由 于 人 OGP = 人 OAP = 90", 所 以 O, G, A, P 共 圆 . 由 于 CI // OP , 所 以 根据 
上 面 关 于 北平 行 线 的 结果 ,I,， G,，A, C 四 点 共 圆 . 从 而 人 1IGC = /CAB = /CDB， 
IG // JD,， (9) 成 立 . 

i 锐角 三 角形 ABC 中 , AB > AC . AD, BE, CF 是 高 ,EF 交 BC 于 P. 过 DD 
作 EF 的 平行 线 , 分 别 交 AC,，AB 于 Q, R. N 是 线段 
BC 上 一 点 :县 


NAQP + ZNRP < 180%, (10) 
求证 : BN> CN. (11) 
(1999 年 台湾 高 中 数学 竞赛 试题 ) 


解 取 BC 中 点 M, 连 结 ME，DE. 我 们 证 明 R， 
M, Q, P 四 点 共 圆 . 
因为 MED = ~MEC 一 一 DEC 
二 人 MCE 一 DEC (RtABEC 的 中 线 ME = MC) 
二 人 MCE 一 一 ABC (因为 A, B, D, EE 共 圆 ) 
二 人 MCE 一 人 AEF (因为 B, C, E, 下 共 圆 ) 
= /MCE — /PEC 
= /MPE, 
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所 以 AMDE vy AMEP (这 又 是 上 一 讲 例 7 所 说 的 相似 三 角形 ) ,从 而 


ME: = MD . MP. (12) 
又 因为 RQ // FP，, 所 以 


LBRD = /BFE = /DCQ (B, C, E, F 共 圆 ), 
从 而 B, R, C, Q 共 圆 . 


RD . DQ = BD .CD = (BM + MD) (CM 一 MD) 
= MC 一 MD = ME 一 MD: = MD . MP 一 MD: 
= MD . PD, 


所 以 RR，M, Q, P 四 点 共 圆 . 

N 在 BC 上 ,又 有 (10) 成 立 , 即 二 NQP 一 “MRP , 人 NRP 一 MRP 至 少 有 一 个 
成 立 , 所 以 N 必 在 线段 MC 上 ,从 而 (11) 式 成 立 . 

如 图 ,在 锐角 三 角形 ABC 中 , AB 一 AC . AD 是 边 BC 上 的 高 . P 是 线段 

和 ABDF,，ACDE 的 外 心 .求证 :Oi, 0, 巨 , 下 四 点 共 圆 的 充 要 条 件 为 已 是 人 ABC 的 垂 
心 (2007 年 全 国 高 中 联赛 加 试题 ). 

解 ” 首先 要 定 出 O 的 位 置 . 由 PFB = 90" 得 PB 是 这 
个 圆 的 直径 . 所 以 O 在 PB 上 ,是 PB 的 中 点 . 

同 理 O, 是 PC 的 中 点 . 

在 人 APBC 中 ,中 位 线 OO // BC . 

如 果 已 是 AABC 的 垂 心 昌 ,那么 B，C, E, 下 四 点 共 圆 
(E, 下 在 以 BC 为 直径 的 圆 上 ). 所 以 EF 与 BC 关于 BE、 CF 
逆 平 行 . 而 OO /BC, 所 以 EF 与 OO 关于 BE, CF 北平 行 , 即 
OO ,0 ,上 ,下 由 点 共 圆 . 

反之 , 设 O, ,下 ,下 四 点 共 圆 . 

记 人 OBF = B， 人 O,;CE = 一 >, 则 易 知 


LFOiO; = LFOIP+ LPOiO; = 28+ LPBC = 8 十 一 ABC， (13) 

LFEO; = AFEP+ /PEO, = LFAP+90°—y= 180°— ZABC—y, (14) 

因为 LFOiO; + AFEO, = 180"， (15) 

所 以 B=Y, (16) 
RtAPFB w RtAPEC., 

让 = 和 (17) 
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设 垂 心 媚 在 AB,， AC 上 的 射影 为 天 ， 已 | , 则 易 知 


PF _ AP _ PE 
HF 一 AH™ HE (18) 
J RE HF! _ HB 
而 且 与 (17) 相 同 有 HE, ~ HC’ (19) 
HBA = /HCA. (20) 
， 了 PB HB 
所 以 由 (17), (18),(19) 得 5 = (21) 
由 (16)，(20) 得 ZEB = ELE. (22) 


在 P 与 日 不 重合 时 ,(21), (22) 表 示人 和 八 PBH 与 人 PCH 相似 ,而 公共 边 PH = 
PH ,表示 这 两 个 三 角形 全 等 ,所 以 HB = HC, HD 为 AABC 的 对 称 轴 , AB = AC . 
但 已 知 AB 二 AC. 所 以 P 必须 与 重心 H 重合 . 

上 面 的 证 明 表示 所 说 必要 性 仅 在 AB 关 AC 时 才 成 立 . 对 于 等 腰 三 角形 ,只 要 PP 在 
底 边 BC 的 高 上 ,Oi ,0O;，E, 下 均 共 圆 . 


习 题 30 


1. 四边 形 ABCD 的 边 AB, CD 相交 于 尺 ，BC,， AD 相交 于 下 .证 明 AEAD，AEBC， 
八 FAB, ARFCD 的 外 接 圆 共 点 . 

2. 四 边 形 ABCD 内 接 于 @O，AC 与 BD 相交 于 P. 设 入 ABP, 八 BCP, 八 CDP， 
八 DAP 的 外 心 分 别 为 O14，O,，O;，O,. 求证 OP, O10O;, OO 三线 共 点 . 

3. 人 ABC 中 , AB 二 AC 二 BC,D 点 在 BC 上 ,已 点 在 BA 的 延 
长 线 上 , 且 BD = 二 BE = AC, 八 BDE 的 外 接 圆 与 人 AABC 的 外 
接 圆 交 于 下 点 (如 图 30-10). 求 证 BF = AF 十 CF. 

4. 已 知 @@O 与 和 八 ABC 的 外 接 圆 ,AB，AC 均 相 切 , 切 点 分 别 为 
T, P, Q. 1 是 PQ 的 中 点 .证 明 1 是 八 ABC 的 内 心 或 旁 心 . 

5. OO 过 人 ABC 的 顶点 A,，C, 分 别 交 AB, BC 于 K, N(K 与 
N 不 同 ), 八 BNK 的 外 接 圆 交 人 ABC 的 外 接 贺 于 B,M (M 
与 已 不 同 ). 求 证 人 BMO = 90.. 

6， 凸 四 边 形 ABCD 内 接 于 O, 对 角 线 AC 与 BD 相交 于 已 , AABP，ACDP 的 外 
接 圆 相 交 于 也, Q, 且 O,，P, Q 三 点 两 两 不 重合 .求证 ~OQP = 90". 

7. 凸 四 边 形 ABCD 中 ,AB 与 CD 不 平行 @O 过 A,B 且 与 边 CD 相 切 于 P, 0O， 
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10. 


1l. 


12. 
二 


过 C,D 且 与 边 AB 相 切 于 Q，@O, 与 OO 相交 于 天，F. 求证 EF 平分 线段 PQ 
的 充分 必要 条 件 是 BC // AD. 


和 在 圆心 为 O 的 单位 圆 上 顺 次 取 五 点 Ai， A,,， A;,， A,， A;. 也 为 (OO 内 一 点 ， 


AiA,+: 与 PA 的 交 线 为 Qi 一 1 ， 2 Ne 及 = A;);, OQ, = di(1i = ] ， 六 "Se 
5), 求 乘 积 AiQ。 4 Q。…。，AiQi， 


. 已 知 凸 四 边 形 ABCD. 四 个 圆 ,每 一 个 与 三 条 边 相 切 , 半 径 分 别 为 六 ,mm:，ri，ri ,图 


心 分 别 为 Oi，O;,，O;，O,(、O 不 与 CD 相 切 ,@O, 不 与 DA 相 切 ,等 等 )， 求 证 ， 
C8 Os Oy Ghee BB 装 国 ; 
th 4 

大 r3 ra 
四 边 形 ABCD 的 边 BA,， CD 延长 后 交 于 P，BC,，AD 延长 后 交 于 Q. 如 果 四 边 形 
ABCD 有 外 接 圆 ， 已, Q 到 这 圆 的 切线 长 分 别 为 a, b. 求 PQ, 
若 上 题 中 ,AC， BD 相交 于 M, P, Q, M 到 圆心 〇 的 距离 分 别 为 p, gq, m, 圆 半径 
为 R. 求 PQ, QM, MP. 
证 明 上 题 中 人 PQM 的 重心 为 〇 . 
四 条 直线 ,每 三 条 组 成 一 个 三 角形 ,证 明 四 个 三 角形 的 外 心 一 定 共 辆 . 


第 31 讲 几何 证 明 


本 讲 , 通 过 较 多 的 分 析 , 说 明 如 何 寻找 几何 问题 的 证 明 . 

证 明 , 可 以 由 已 知 条 件 出 发 ,逐步 推出 结论 ;也 可 以 反 过 来 ,由 结论 开始 ,追溯 原因 ， 
直至 归结 到 已 知 的 条 件 . 前 者 由 因 及 果 , 称 为 综合 法 ;后 者 执 果 索 因 , 称 为 分 析 法 .证 明 ， 
可 以 采用 这 两 种 方法 中 的 任 一 种 . 复杂 的 问题 ,也 可 以 将 两 种 方法 结合 起 来 使 用 . 当然 ， 
证 明 的 困难 ,主要 在 如 何 由 因 及 果 或 如 何 执 果 索 因 . 这 需要 多 实践 ,积累 经 验 , 培 养 良好 
的 感觉 . 几何 证 明 ,往往 还 需要 利用 直观 的 图 形 与 有 关 量 的 几何 意义 . 

设 O, 工分 别 为 AABC 的 外 心 与 内 心 ,R, -> 分别 为 外 接 圆 与 内 切 圆 的 半 
径 , 记 OI = d. 证 明 欧 拉 公 式 : 4d? = R’* 一 2Rr. (1) 


解 虽然 R* 与 性 均 有 几何 意义 ,但 不 便利 用 ,R 是 哪 一 条 半径 也 不 能 确定 .将 (1) 
改 为 R’: —d’ = 2Rr (2) 


更 好 一 些 . 这 时 R’ 一 d? 是 内 心 1 关于 QO 的 罕 . 
对 任 一 点 Q, 设 QO 与 @O 相交 于 E, 下 , 则 (如 图 31-1(b)，(c)) 


|R’° —OQ |=| (CO 十 OQ)CD 一 OQ) |=| EQ .QF |, 


即 | R? 一 OQ’ | 等 于 Q 对 @O 的 寡 . 所 以 ,只 需 证 明 内 心 工 对 外 接 圆 的 寡 为 2Rr. 
设 AT 交 OO 于 已 , 则 工 对 @O 的 寡 为 AI 。IP. 要 证 明 AT .IP = 2Rr, 即 
和 和 | 
5 7 (3) 
为 此 ,需要 设法 将 AT 与 >, 2R 与 JP 各 放 在 一 个 三 角形 中 ,并 且 这 两 个 三 角形 相似 . 设 
EI 与 AB 相 切 于 了 工 , 则 第 一 个 三 角形 就 是 直角 三 角形 ITA. 注意 
ABIP = /BAP+ /ABI = /PAC+ /IBC 
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BPHRZ BC =IBBE, 


所 以 IP = BP. 过 己 作 @O 的 直径 PS , 则 直角 三 角形 PSB 就 是 第 二 个 三 角形 . 由 于 
和 PSB = 人 IAT, 所 以 八 PSB AIAT, 从 而 (3) 式 成 立 ,(1) 也 随 之 获 证 . 

注 (iD 由 (1) 立 即 得 出 尺 三 27 

(ii) 类 似 地 , 设 1, 为 与 A 相对 的 旁 切 圆 圆心 , 1 半径 为 r。, 则 


OF? = R:’ + 2Rr,. (4) 
由 (3),(4) 及 人 和 八 OII, 不 难得 出 


IB ,= (2 .OF +2 .O01) — OP? 
a (5) 


(iii) 设 P 为 BC 中 点 , 则 PB = PI = PC. 这 类 简单 的 小 题目 ,要 非常 熟练 . 小 题目 
熟练 了 ,大 题目 才能 做 好 . 

如 果 点 卫 关 于 QO,，E、0O; 的 寡 相 等 ,那么 PO? 一 PO? 
站 3 4 其 中 ri, rT» 分 别 为 @®0O， ， ©OO, 的 半径 . 

设 P 在 连 心 线 OO, 上 的 射影 为 Q, 则 


QO —QO0: = 


2 2 
Me 


即 OQ— QO, i ty * 


Baz | 一 
所 以 Q 是 O10, 上 的 定点 (Q 到 O01 的 距离 为 0.Q8= (0.0; ++ 写 如 )) 


因此 P 在 过 定点 Q 的 直线 上 . 反 过 来 ,过 Q 所 作 垂 直 于 O10O; 的 直线 上 每 一 点 关 
于 QO,，QE、O;, 的 寡 相 等 . 

这 样 的 直线 称 为 0 ，@O, 的 等 寡 轴 或 根 轴 . 在 两 圆 相交 时 , 根 轴 就 是 公共 弦 所 
在 的 直线 . 在 两 圆 相 切 时 , 根 轴 就 是 过 切 点 的 公 切 线 . 

.到 人 AABC 中 ,O 为 外 心 , 瓦 为 重心. 在 4AB 上 取 O“ ,使 AD = AO. 在 AC 上 取 

H' ,使 AH' = AH. 证 明 : OH’ = 40. 

分 析 ”如 果 结 论 成 立 ,那么 八 AO'H' 是 等 腾 三 角形 . 图 31-3 
中 ,原来 没有 与 它 全 等 的 三 角形 ,我 们 设法 构造 一 个 . 为 此 , 设 O 
在 BC 上 的 射影 为 D, 在 直线 OD 上 取 N, 使 DN = OD, 连结 
BN, 则 AOBN 是 等 腰 三 角形 ,并 且 OB = AO'’, BON = 


六 JABBE 三 ,7DA 
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如 果 ON == AH', 便 有 八 BON 入 OAH'. 而 ON = 20D， 
所 以 只 需 证 明 AH = 20D. 

在 图 31-4 中 , 设 过 C 的 直径 为 CM, 则 MBC，AMAC 都 
是 直角 ,所 以 MA // BH, MB // AH. 从 而 MB = AH. 又 OD = 


#MB, 所 以 ON = 20D = MB = AH. 


于 是 , BON 名 和 AOAH', O'H’ = BN = 0B = AO. 

注 ”证明 AH = 2OD 也 是 一 个 常见 的 小 题目 . 

和” 如 图 31-5, 设 入 ABC 的 面积 为 人 ,外 心 为 0, 外 接 圆 的 半径 为 尽 . 任 一 点 忆 
在 三 边 上 的 射影 分 别 为 Ai，Bi ，C. 设 AA, BC 的 面积 
为 人 Al, OP = d. 证 明 欧 拉 定 理 


a: 


PN 
Ai, = 1 | (6) 


解 ”首先 将 (6) 改 写 为 
“| FNP 
A = iR: IR d’ |. (7) 


1R 一 qd | 是 例 1 中 已 经 说 过 的 .点 P 关 于 ©O 的 
上 项. 如 果 延 长 BP 交 @O 于 了 3 ,那么 


Rz 一 必 一 BPXPB' (8) 

显然 A ,Bi 在 以 BP 为 直径 的 圆 上 ,所 以 
Ai,B, = BP xX sin/ABC. (9) 
同 理 AiCi = PC x sin/ACB. (10) 


又 A1B1, AiC 的 夹 角 


ALBAC! = 2x— /BAP— /PAIG, 
= /PBA++/PCA 
~ 2x— zBAC — /BPC 
一 PBC 十 一 B PC 
= x— /BCP, Gl) 


所 以 A AiB X AiCisin/ BiAC, 


cy 部 BPsinABC。PCsin~ACB ,sin 一 B'CP 


055 


让 3BPsin/ABCsin/ACB . PB’sin/ PB'C 


5 | R* — qd | sin ABCsin ACBsin A 


= 子 X 评 | Ri | AAC x ABin A 
= 入 | 及 :一 地 |， (12) 


注 由 (6) 可 知 , 当 且 仅 当 己 在 @oO 的 同心 圆 上 ,相应 的 人 Ai 均 相 等 . 特别 地 , 当 且 
仅 当 PP 在 ©@O 上 , 人 =0, 即 A,，B, ，Ci; 共 线 . 这 就 是 第 32 讲 例 1 的 西 姆 森 (R. Sim- 
son，1687 一 1768) 线 . 

每 年 全 国 高 中 联赛 加 试 的 第 一 题 都 是 平面 几何 题 . 每 年 的 国际 数学 竞赛 也 都 至 少 
有 一 道 平面 几何 题 , 而 2007 年 的 第 48 届 竟 有 2 道 ( 还 不 包括 第 6 道 与 几何 有 关 的 问 
题 ). 下 面 的 例 4、 例 5 就 是 这 一 届 IMO 的 试题 . 

下 设 有 A,B,C，D, 三 五 点 ,ABCD 是 平行 四 边 形 ,BCED 是 圆 内 接 四 边 形 . 
直线 过 A ,分 别 交 线 段 DC, 直线 BC 于 点 下 , G(F 是 线段 DC 的 内 点 ). 如 果 EF == EG 
= 及， 求证 :7 是 了 DAB 的 角 平 分 线 . 

解 ”图 不 易 画 准 , 可 先 画 一 个 草图 ,再 画 正 式 
的 图 . 

通过 草图 熟悉 题 意 . 可 以 知道 玉 是 八 CGF 的 
外 心 . 正式 的 图 可 以 先 画 一 个 以 为 圆心 的 圆 . 如 
果 ! 平分 人 BAD, 那 么 人 BGA = 人 GAD = 
ZGAB = /GFC = /AFD, 所 以 GB = GA, GC 
= CF, DF = DA. 

于 是 ,在 QE 中 任 画 一 弦 CG 后 ,应 作 弦 CF 图 31-6 
三 GC. 这 时 直线 GC, GF, CF 均 已 定 出 ,再 在 GC 
上 任 取 一 点 B, 完 成 平行 四 边 形 ABCD 即 得 上 图 (也 可 先 取 A 或 D). 

从 图 上 看 ,人 EDF 与 人 ECB，A 八 ECD 与 AEGB 都 应 当 是 全 等 的 . 事实 上 ,如 果 / 
平分 “BAD, 那 么 上 面 已 说 过 DF = DA = BC, GC = CF, 所 以 


ECG = AECF = /EFC, 
ZECB 一 180 — /ECG = 180 — ZEFC = ZEED, 


的 确 可 得 AEDF 2 八 EBC (14) 
(而 且 B, C, E, D 四 点 共 圆 , 故 人 人 EBC = 人 EDF). 
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但 现在 “! 平 分 人 BAD” 却 正 是 需要 证 明 的 ,不 能 倒 果 为 因 . 我 们 只 能 由 B, C, E， 


D 共 圆 得 出 ZEDF = /EBC, (15) 
由 平行 得 出 a 机 当 已 . (16) 
加 上 (13) , 却 不 能 证 明 (14). 虽然 我 们 知道 (14) 应 当成 立 , 却 连 人 EDF cp 人 EBC 也 不 
能 直接 证 明 . 
但 由 (15) ,我 们 可 以 构造 一 对 相似 三 角形 , 即 作 EH | CF, EK | QG , 垂 足 分 别 为 
及,，K. 这 时 
AEHD wv 人 FEKB， CI73 


a, DF 2 CPF es 2FH 一 FH \ 一 二 — 
而 由 (16) 得 BC CG 2K = CK’ 所 以 在 (17) 的 两 个 相似 三 角形 中 ,F, C 是 一 对 


对 应 点 . 因此 ， 
AEDF wv NEBC. (18) 


而 EF == EC, 所 以 (18) 即 (14). 
由 (14) 得 DF = BC = AD. 从 而 


LDAF = /ADFA = /BAFK. 


即 /平分 人 BAD. 

本 题 的 关键 即 构造 出 一 对 相似 (实际 上 也 是 全 等 ) 的 三 角形 . 

忆 加 在 AABC 中 ,一 BCA 的 角 平 分 线 与 AABC 的 外 接 圆 交 于 点 尺 ,与 边 BC 的 
垂直 平分 线 交 于 点 也, 与 边 AC 的 垂直 平分 线 交 于 点 Q. 设 天 与 工分 别 是 边 BC 和 AC 


证 明 :ARPK 和 ARQL 的 面积 相等 . 

解 ”本 题 的 图 很 容易 画 . 圆心 O 显然 在 边 BC 的 垂直 平分 
线 KP 上 ,也 在 边 AC 的 垂直 平分 线 LQ 上 . 图 中 有 两 个 直角 
三 角形 :ACLQ, ACKP 可 以 利用 (它们 是 相似 的 ). 

如 果 CA = CB , 那么 Q, O, P 重合 ,而 且 都 在 直径 CR 
上 .由 于 ARQL 与 ARPK 关于 CR 对 称 ,结论 显然 . 

设 CA 志 CB. 


CQL = 90°— /LCQ = 90°— /QCK = /CPK, (19) 
所 以 LQR = /KPR. (20) 
要 证 SARPK = SARor ， (21) 


只 需 证 LQ x QR = KP x PR, (22) 


明 
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LQ ER 
即 KP = OR: (23) 

ee LQ _ CQ 
由 和信 CLQ co ACKP 得 Rp 一 EP (24) 

人 PR _CQ 要 
所 以 只 需 证 OR = CP: (25) 
注意 由 (19) 还 可 得 出 OAP'= ZCPK， (26) 
所 以 AOQP 是 等 腰 三 角形 . 底 边 QP 的 高 过 O 点 ,平分 QP ,而 这 高 也 平分 弦 CR, 所 以 
PR =CQ, QR = CP. (27) 
(25) 当 然 成 立 . 


凸 四 边 形 ABCD 内 接 于 @O，BA， CD 的 延长 线 相交 于 点 旦 ,对 角 线 AC， 
BD 相交 于 点 G. OO ，@O, 分 别 为 人 AGD， 八 BGC 的 外 接 圆 . 设 OO; 与 OG 交 于 点 
N ,射线 HG 分 别 交 QO;，®@O; 于 点 P, Q. 设 M 为 PQ 的 中 点 ,求证 : NO = NM. 


解 ” 易 知 “OGA = 90" 一 ADG = 90" 一 LGCB，, 所 以 OG 上 BC (这 也 是 一 个 
常见 的 .简单 的 小 题目 ). 又 BC 是 ©@O，E@0O, 的 公共 弦 , 所 以 OO,。| BC, 因此 00O0, // 
OiG. 同 理 OO1 // OG. 所 以 四 边 形 OO1GO; 是 平行 四 边 形 . N 是 OG( 也 是 O1O;) 的 

设 HG 交 @O 于 Pl, QQ. 如 果 M 也 是 Pi1Q 的 中 点 ,那么 OM | PQ&. 

直角 三 角形 OMG 的 斜 边 中 线 


NM = 50G = ON. 
因此 ,只 要 证 明 PQ 的 中 点 M 与 PiQ 的 中 点 M 是 一 致 的 . 
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我 们 将 图 31-8 中 有 关 部 分 放大 成 右 图 . 


设 O,0,，N 在 PQ 上 的 射影 分 别 为 EE， % 
开 , KK, 则 玉 , 下 分 别 为 GP, QG 的 中 点 .而 K 是 
MG 的 中 点 ,也 是 EF 的 中 点 . | 
MP = MG+GP = 2(KG 十 GE) = 2KE Q pM pp 
QV = QG— MG = 2(FG — KG) = 2FK 图 31-9 


所 以 QM = MP , 即 M 就 是 PQ 的 中 点 M. 
注 设 @O;，@0O, 分 别 为 人 AGB， 作 CGD 的 外 接 圆 . 可 以 证 明 @O;，EO, 均 过 
点 M. 事实 上 ,G 是 这 两 个 圆 的 一 个 公共 点 , 瑟 关于 这 两 个 圆 的 寡 相 等 : HA Xx HB = 
HC x HD. 所 以 G 万 就 是 两 个 圆 的 根 轴 ,也 就 是 公共 弦 所 在 的 直线 . 与 上 面 同样 ,OO 
的 中 点 也 是 NOM, (03O, 均 与 公共 弦 所 在 直线 GH 垂直 ,所 以 OM // 00. 而 O;0 
又 过 OG 中 点 N ,所 以 也 过 GM 中 点 , 即 M 的 后 0 ， 巴 OO 的 另 一 个 公共 点 . 
OO 与 OO, 内 切 于 工 自 大 圆 @O 上 C，D 两 点 作 @O 的 切线 , 切 点 分 别 
为 P, Q，PQ 交 CD 于 R. 求 证 TR 平分 人 CTD. 
解 TR 平分 LCTD 等 价 于 二 ， (28) 
设 CQ 与 DP 相交 于 屯 . 对 信 CDH 与 截 线 RQP ,由 门 


z CR DP HO_1 , 
奈 劳 斯 定理 , 语 广 BF Qc 1, 而 PH = HQ，, 所 以 
CR -CQ 
RD 一 DP (29) 
因此 只 需要 证 明 
CQ _CI 
DP ~ DT: (30) 
设 TC，TD 分 别 交 @O, 于 M,N. 易 证 
MN / CD， (31) 
CQ\:_ CMXCT _ /Cr 
于 大 (有 ) 二 FREE (ECE)- (32) 
从 而 (30) 成 立 . 


注 本题 由 (29),(31),(28) 这 三 部 分 组 成 ,每 一 部 分 都 很 熟悉 , 例 7 目 然 不 难 . 其 

中 (31) 可 通过 作 两 圆 公 切 线 TS, 由 TNM = MTS = 人 TDC 得 出 ; 亦 可 由 全 为 
QO，EO, 的 位 似 中 心 ,N，M 分 别 与 D,C 对 应 立即 得 出 . 

”在 八 ABC 的 边 或 延长 线 上 取 点 Ba, Ca，Asp，Csp，Bc，Ac, 使 BBa 一 OCa 
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= BC, AAs = COCs = AC, BBc = AAc = AB (图 31-11). 证 明 .: 

(a) A 人 ABaCn, 人 BCasAp， 人 CA-B- 的 外 接 圆 
相等 . 

(b) 上 述 三 个 外 接 圆 及 人 ABC 的 外 接 圆 与 同一 个 
圆 外 切 ,也 与 同一 个 圆 内 切 . 这 两 个 圆 是 同心 圆 , 它 们 
的 圆心 恰好 是 八 ABC 的 内 心 工 

(c) BACa A CasAs /AcBc, 并 且 均 与 OI 垂直 ,O 
是 人 ABC 的 外 心 . 

解 ”这 个 问题 是 上 海 教育 出 版 社 叶 中 豪 先 生 告 诉 
作者 的 . 它 的 证 法 很 多 . 

作 @O 的 半径 ODs | AC,，ODc | AB. 完成 攻 形 图 31-11 
ODcOaDs. 

因为 ODs | AC, 所 以 DecOs | AC. 因为 De 是 AB 的 中 点 ,所 以 CDc 是 等 腰 
八 CBCa 的 顶 角 平分 线 , 过 点 T, 并 且 DeCa = DcB = DcA. 从 而 DcOa 是 ACa 的 垂直 
平分 级 ， 

同 理 DpOAa 是 AB。 的 垂直 平分 线 . 所 以 Oa 是 八 ABasCa 的 外 心 . 

因为 ODc | AB,，ODas | AC, 所 以 DcODs = 180" 一 人 BAC. 因为 OAO 平 


分 和 DcOD8s，, 所 以 O40 与 AB 所 成 的 角 = 90 一 一 DecOaO = 90 一 广 人 DeODs 


5 人 LBAC, 从 而 OO4 AL 


设 AT 交 @O\( 即 @ABACA) 于 M, 则 M 是 4ACA 的 中 点 ,OAM | BaCa. 

如 果 (c) 成 立 , OI | BaCa， 那么 OF V OAM. 从 而 四 边 形 OAOIM 是 平行 四 边 形 ， 
OaM = 二 OI. 即 人 Oa 是 半径 为 d = OI 的 圆 . 四 边 形 OAOIA 是 等 腰 梯 形 , IO = OA = 
R. 从 而 Oa 与 以 I 为 圆心 , R 一 4 为 半径 的 圆 外 切 ; 也 与 以 I 为 圆心 , R 十 4d 为 半径 的 
圆 内 切 .@O 也 是 这 样 . 

因此 ,只 需要 证 明 (c), 即 OI | BaCa. 

由 于 ODc | AB, IDc | BBa, 所 以 /ODcIT = /CaBBn. 


BB es 
POR 2sin BAC 2sin/ BD.C = Be Der” 
所 以 A 人 ODcI ww ABaBC,. 
从 而 OF LL BGC, 


注 ”以 I 为 圆心 的 圆 中 ,只 有 (I, R 一 d) 与 @O 外 切 , © (I, R 十 d) 与 QO 内 切 ， 
因此 (b) 暗 示 我 们 Oa 的 半径 为 d ,并 且 O41 = R. 上 面 的 证 明 过 程 正 是 先 确定 Oa 位 
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置 , 再 证 明 O41 = 二 R, OAA = d. 所 以 要 证 明 的 结论 往往 启发 我 们 如 何 去 证 明 . 

过 在 锐角 三 角形 ABC 中 ,w, 0, R 分 别 表 示 内 切 圆 、 外 接 圆 、 外 接 圆 半 径 . 
wa 与 全 内 切 于 点 A, 且 与 w 外 切 ; 圆 Qu 与 2 内 切 于 点 A, 且 与 w 内 切 . PA, Qa 分 别 是 
CAy，(2A 的 圆心 . 同样 定义 Pp， Cs ; Pc, Qc. 求证 : 


8PaQa * PpQs * PeQc ER (33) 


当 且 仅 当 AABC 为 正三 角形 时 ,等 号 成 立 (2007 年 美国 数学 奥林匹克 试题 ). 
解 图 太 复 杂 了 ,没有 必要 把 它 完 整地 画 出 来 . 那样 反而 扰乱 我 


A 
们 的 视线 ,不 能 突出 主要 部 分 . 
我 们 可 以 只 画 出 一 个 “局 部 ”, 即 图 31-12. Q 
记 IA 一 /， /IAQa = »， 内 切 圆 半径 为 r~, 则 1 
fs 0 (34) 
由 余弦 定理 ,有 a l 
QA’: 二 + Eo—2l. QAcos$ = (QA 十 r)’, (35) 
PaA’?+[L—2l. PAAcos$ = (PsA —r)’. (36) 
1 PO 
由 (35) 得 QA = py (37) 
你 = 二 > 2 一 玫 
由 (36) 得 PA = RE (38) 
| 2 Z a (CE 一 过)r 
(38) 一 (37) 得 PAQa = Ueos mr 7 (39) 


设 入 ABC 的 三 个 角 为 2x，28，2y, 则 由 图 31-13 中 的 直 
角 三 角形 IFA 与 OMA 易 知 


r= G0) = (a)rcoteas (40) 
(41) 


r 


芝 
sina cos(8 十 7 


$= LOQAT =a— LQAB 一 wa 一 (90 一 27) 一 7 一 及 
(42) 


尖 (2 一 疡 )> _ Fr)r 
于 是 PaQa 人 (cos (7Y 一 B) 一 cos:(8 十 y)) lisin2Bsin2y 
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. 已 知 四 边 形 ABCD 是 国内 接 四 边 形 . 直线 AC，BD 相交 于 呈 点 ,并 且 全 一 后 


_ (s—a)sinacosa _ (s—a)ak 
sin 2Bsin 2y Be ee 


3 
8P4AQA。PaQas。PcQc = 8(s—a)(s—b)(s—c)。 二 


3 
EE a 


平面 几何 , 既 有 优美 的 图 形 , 令 人 赏心悦目 ;又 有 众多 的 问题 , 供 大 家 思考 探索 . 因 


此 ,吸引 了 大 批 数学 爱好 者 对 它 进行 研究 . 


关于 平面 几何 ,可 参考 以 下 著作 : 

1. 近代 欧 氏 几何 学 ,约翰逊 著 , 单 增 译 ,上 海 教育 出 版 社 . 
2. 几何 ,阿达 玛 著 ,朱德 祥 译 , 上 海 科 学 技术 出 版 社 . 

3. 初等 数学 复习 及 研究 , 梁 绍 鸿 著 , 高 等 教育 出 版 社 . 

4. 平面 几何 中 的 小 花 , 单 增 著 ,上 海 教 育 出 版 社 . 


习 是 31 


. 设 人 ABC 的 内 切 圆 分 别 与 边 BC，CA，AB 相 切 于 点 Ai，Bi，Ci ,线段 AAl 与 内 


切 圆 再 交 于 点 Q. 直线 /过 人 A ,平行 于 BC. 直线 AICi，Ai Bi 分 别 交 ! 于 P，R. 证 
明 : PQR /BQCI. 
人 


本 人 ™ ~ 本 B 
外 S 1 上 I 一 PB 


. 两 小 圆 外 切 于 A, 又 内 切 于 另 一 个 大 圆 O 于 B,C. 两 小 圆 的 内 公 切 线 交 QO 于 MM ， 


N. DD 为 MN 的 中 点 .求证 A 为 人 DBC 的 内 心 . 


. 已 知人 ABC 中 , AB = AC. 以 BC 中 点 〇 为 圆心 的 半圆 切 AB 于 D, 切 AC 于 G. 


EF 与 这 个 半圆 相 切 , 正 , 下 分 别 在 AB, AC 上 .过 下 作 AB 的 重 线 ,过 下 作 AC 的 


重 线 ,两 条 垂 线 相交 于 P. 作 PQ | BC,Q 为 重 足 .求证 : PQ 一 5 


。 设 四 边 形 ABCD 的 边 长 为 a, b,c，d, 对 角 线 长 为 m,n, 证 明 ，; 


mn = ac + bd — 2abcd cos(A 十 C)， 


下 面 的 三 道 例题 是 关于 双 心 四 边 形 的 . 所 谓 双 心 四 边 形 , 就 是 既 有 内 切 贺 (内心)， 
又 有 外 接 圆 (外 心 ) 的 四 边 形 . 


. 圆 内 接 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 交点 忆 在 四 条 边 上 的 射影 为 K, 上 L，M，N. 证 明 垂 
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足 四 边 形 KLMN 有 内 切 圆 ; 如 果 AC | BD, 四边形 ABCD 的 外 接 圆 半径 为 尺 , 圆 
心 O 与 P 的 距离 为 d, 求 四 边 形 KLMN 的 内 切 圆 的 半径 . 


.WO 的 内 接 四 边 形 ABCD 中 , AC | BD. AC 与 BD 的 交点 忆 在 各 边 的 射影 为 K， 


L, M,， NN, 各 边 中 点 为 下 ,下 , G，HH. 证 明 这 八 点 共 圆 ,并 且 这 圆 的 半径 po 满足 
p=— VBR ad, 


人 为 四 O 半径 , d = OP. 


. 设 双 心 四 边 形 KLIMN 的 内 切 贺 半径 为 r ,外 接 贺 半径 为 p, 外 心 与 内 心 之 间 的 距离 


1 1 1 
; ee i es 
A 十 下 ”一 有 天 


并 有 全 有 无 穷 多 个 双 心 四 边 形 与 四 边 形 KLMN 有 相同 的 外 接 圆 和 内 切 辆 . 


. 设 了 为 AABC 的 内 心 ,M，N 分 别 为 AB，AC 的 中 点 ,点 D, 巨 分 别 在 直线 AB， 


AC 上 ,满足 BD 一 CE = BC. 过 万 作 JM 的 重 线 ,过 已 作 JN 的 重 线 ,两 重 线 相交 
于 也 .求证 ; AP | BC. 

A 有 是 OO 的 弦 ,M 是 AB 的 中 点 ,C 在 ©O 外 ,过 C 作 切 线 CS，CT， 切 点 为 S, 工 
MS，MT 分 别 交 AB 于 巨 , F. 过 ,下 作 AB 的 重 线 ,分 别 交 OS,，OT 于 X, Y 再 
过 C 作 割 线 , 交 OO 于 忆 , Q. 连 结 MP, 交 AB 于 R. 设 Z 为 八 PQR 的 外 心 . 求证 ， 
X,Y,， Z 三 点 共 线 . 
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证 明 三 点 A，B, C 共 线 的 方法 很 多 ,常用 的 有 以 下 几 种 : 
1. 如 图 32-1, 设 B 在 线段 XY 上 ,证 明 


AABX+/AXBC=x 
或 
了 ABX = 二 LCBY( 对 顶 角 相等 的 逆 定 理 ). 


图 32-1 图 32-2 


而 在 图 32-2 中 ,应 改 为 证 明 
ZABX = 人 CBX. 


2. 证 明 AB, AC 与 同一 条 直线 平行 . 

3. 证 明 AB 十 BC = AC. 

4. 利用 一 些 与 共 线 有 关 的 定理 ,如 梅内 劳 斯 (Menelaus of Alexandria, 约 1 世纪 ) 
定理 .和 销 沙 格 (G. Desargues，1591 一 1661) 定 理 等 . 

此 外 ,还 可 以 利用 位 似 ( 如 第 34 讲 例 7) .面积 (如 第 35 讲 例 11) .解析 几何 等 ， 

第 一 种 方法 是 最 普通 ,最 常用 的 . 

P 为 人 ABC 的 外 接 贺 上 任意 一 点 ,P 在 三 边 上 的 射 

影 为 D, 巨 , F. 证明 D, ,下 共 线 ( 西 姆 森 线 ). 

解 ” 由 于 人 PFB = /PDB = 90", 所 以 P, D, F, B 四 点 
共 国 ,之 FDB = .ZFPB. 同 理 ,EDC = ZEPC. 

由 于 A, B, P，C 共 圆 ,所 以 一 PCE = APBA. 从 而 它们 
的 余 角 人 EPC = 人 FPB, 所 以 LFDB = EDC. 于 是 下 ，D， 
FF 共 线 . 


设 AD, BE, CF 是 AABC 的 高 ,日 是 垂 心 . X,Y 在 直线 BC 上 点 两 侧 ， 


满足 有 = 研 . X 在 CF, CA 上 的 射影 分 别 为 M，N, Y 在 BE， BA 上 的 射影 分 别 为 


PB: Q. 求证 M， N, Pp, Q 四 点 共 线 . 
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解 设 XM 交 DA 于 S. 由 于 XM // AB, 所 以 
DS _ DX _DY 


DA DB DC: 
从 而 YS // AC. 即 S 也 是 YP 与 DA 的 交点 . 
由 五, M,S, P 共 圆 ,X, M,N, C 共 圆 得 


ZPMH = /PSH = 90°— /SYX 
= 90.— ZACB =,/NXC 
= 人 NM 万 . 


于 是 P，N，M 共 线 . 

同 理 已， C， M 共 线 . 从 而 PP， QQ， M, N 共 线 . 

注 (1) 我 们 将 AABC 放大 为 人 SXY(D 是 位 似 中 心 ) ,以 便 更 好 地 处 理 问题 . 关于 
位 似 可 参看 第 34 讲 . 

(ii) 解 中 首先 证 明了 S, Y，P 共 线 ,证 法 也 是 常用 的 方法 . 

(iii) 在 证 明 P,，N，M 共 线 时 ,我 们 没有 利用 已 ,N，M 共 线 . 否则 就 犯 了 循环 论 
证 的 错误 . 

例 2 是 证 明 四 点 共 线 , 它 可 以 化 为 两 个 三 点 共 线 . 有 时 为 了 证 明 三 点 共 线 , 却 需 要 
引入 第 四 个 ( 共 线 的 ) 点 . 

到 时 己 在 AABC 的 边 BC (或 其 延长 线 ) 上 . 车 点 X, Y, Z 满足 AXBP on 
AYAC, 人 XCP AZ4B ,并且 AXBP 与 AYAC 的 方向 相同 ( 即 X, B, P 与 Y, A， 
C 同 成 逆 时 针 顺 序 或 同 成 顺 时 针 顺 序 ) ,证 明 XX, Y, Z 共 线 ,并 且 

A 
XZ PB: 
解 ” 设 AY4C, AZ4B 的 外 接 圆 相交 于 Q 点 (Q 不 与 A 点 重合 ). 易 知 


LBQC = LBZA+/AYC 
= ZBAP+ zxPXG 
= LBXC, 


所 以 Q@ 也 在 八 XBC 的 外 接 圆 上 . 


ZBQX = x~— /BCX 
一 T 一 BAZ 
= :BO 


Z, Q, X 三 点 共 线 . 
同 理 Q, X,Y 三 点 共 线 . 因此 ,X, Y，Z，Q 共 线 ， 
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设 S 为 AXCP 与 和 八 ZAB 的 相似 中 心 ( 参 见 第 30 讲 例 3) , 则 人 SPB op 人 SXZ ， 


SP _ PB 

Sx 一 Xz: (23 
由 于 人 和 八 SAC co ASBP, S 也 是 人 AXBP 与 AYAC 的 相似 中 心 , 所 以 

pe a ; 

Sx = x (3) 


由 (2)，(3) 导 得 (1). 

注 若 OYAC 与 @ZAB 相 切 , 则 Q = A. 此 时 由 人 BQC = LBXC 可 知 X 在 
ABC 上 ,而 Y, Z 均 在 直线 AX 上 . 

证 明 帕 斯 卡 (B. Pascal，1623 一 1662) 定 理 : 圆 内 接 六 边 形 三 对 对 边 ( 所 在 直 
线 ) 的 交点 共 线 . 

这 一 定理 是 帕斯卡 在 16 岁 时 发 现 的 . 证 法 其 多 ,这 里 只 介绍 一 种 . 

解 ” 如 图 32-6, 设 AB, ED 相交 于 L. CD, AF 
相交 于 N，BC 与 LN 相交 于 M,， FE 与 LN 相交 于 
M . 我们 证 明 M，M 重合 . 

由 正弦 定理 

IM _ LB .sin LBM 
MN CCN. sin MCN 
a Tid A 


一 CNEB 
同 理 二 全 (5) 
由 ALBD cp ALEA, 得 坑 = 膨 (6) 
由 ANDF cm ANAC, 得 从 = 后 (7) 
由 (4), (5), (6), (7) 导 出 4 = 


从 而 M 与 M' 重 合 . 

对 于 一 般 的 二 次 曲线 (圆锥 曲线 ) ,帕斯卡 定理 依然 成 立 . 
当 曲 线 退 化 为 两 条 直线 时 ,帕斯卡 定理 就 是 帕 普 斯 (Pappus， 
约 3 世纪 ) 和 定理 : 

在 直线 4 上 任 取 三 点 A，C, E, 在 直线 0/ 上 任 取 三 点 
D,，F, B, 则 AB 与 DE 的 交点 ,BC 与 EF 的 交点 .CD 与 FA 
的 交点 共 线 (图 32-7). 
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梅内 劳 斯 定理 在 证 明 共 线 时 也 常常 用 到 . 
过 八 ABC 的 顶点 A 作 外 接 圆 的 切线 与 对 边 相 交 于 A,. 类 似 地 定义 Bi， 
CO. 证明 Al， Bi, Ci 三 点 共 线 (这 条 线 称 为 三 
角形 的 勒 莫 恩 (E. M. H. Lemoine，1840 一 
1912) 线 ). 
解 ” 如 图 32-8, 设 AA,，BB, ，CC 交 成 
八 A;B;C;. 由 八 AsBC 及 直线 AlA 得 


A i Ga 
AC BA CB (8) 


由 ABCA 及 直线 BiB 得 。 和 * 攻 人 介 鹤 =1. 


BA RB We (9) 
. i Bik MB. 
由 八 C,AB 及 直线 CC 得 汪汪 1. (10) 


A 
A 


于 是 A ，B; ;Ci 共 线 . 
证 明 几 条 直线 共 点 ,常用 的 办 法 有 : 


1. 设 其 中 两 条 直线 相交 于 点 A, 然 后 证 明 A 在 其 他 直线 上 , 即 化 为 证 明 A 与 在 其 
他 直线 上 的 两 个 点 共 线 . 


2. 证 明 各 条 直线 都 经 过 某 个 特殊 点 . 
3. 利用 已 知 的 定理 ,如 三 角形 的 三 条 高 交 于 一 点 、 塞 瓦 (G. Ceva，1648 一 1734) 定 
理 等 . 
? 在 人 ABC 中 , 人 A 二 90", 人 A 的 平分 线 为 AD. 点 B,C 在 人 A 的 外 角 平 分 
线 上 的 射影 分 别 为 瑟 , 下 .证 明 AD,，BF, CE 共 点 . 
解法 一 ”如 图 32-9, 设 BF 与 CE 相交 于 点 理 . 由 于 BE // CR, 所 以 


BH _ BE C 
HE 二 CE- (11) i 
设 BF 与 AD 相交 于 昌 ', 则 由 BE // AD 得 B 
BH'’ _ EA 
HF AF: 2 天 一 和 
由 于 AE 是 直角 了 BAC 的 外 角 平 分 线 ,所 以 人 BAE = 45°， 图 32-9 


人 BFEA 是 等 腰 直 角 三 角形 , BE = EA. 同 理 CF = AF. 因此 由 
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(11), (12) 得 BE 和 和 从 而 是 与 日 重合 ,BF, CE, AD 三 线 共 点 . 


注 证 明 AD, CE 过 BF 上 同一 点 互 , 这 种 手法 在 例 4 中 即 已 用 过 . 

解法 二 如 图 32-10, 延 长 AD 到 G, 使 AG = EF. 由 于 BE 
= EA, /GAE = /AFEB = 90", 所 以 人 GAE 安 人 FEB. 由 
人 FEB 绕 玉 旋转 90"( 道 时 针 方 向 ) ,再 沿 EA 平移 到 A ,就 得 到 
AGAE, 所 以 BF | GE. 

同 理 , CE | GF. 

在 ACEF 中 ,AD，BF, CE 都 是 高 . 因此 这 三 条 线 相交 于 
重心 H. 

设 PP 为 人 ABC 内 任 一 点 , 作 射 线 AL,， BM, CN ,使 

ZCAL = LPAB, /MBC = /PBA, /NCA = /BCP. 证 明 
AL，BM, CN 交 于 一 点 或 互相 平行 . 


解 ” 如 图 32-11, 设 AL 与 BM 相交 于 Q PP 到 AB, AC 的 距离 之 比 为 Se 


P 到 BC， AB 的 距离 之 比 为 a 


, a sin PCA 


所 以 sin LPAB . sin EB . sin EG 1 (13) 
sn /CAP sin/ABP smn /BCP 


sin A PAB 
Q 到 AC，A4 的 距离 之 比 为 SAP’ 


Q 到 AB，BC 的 距离 之 比 为 SA 后. 


所 以 由 (13)，Q 到 BC, AC 的 距离 之 比 为 Sn CEFCA , 即 sn CBCN 内 此 ,Q 也 在 身 


sin BCP ” sin ~NCA- 
线 CN 上 , 即 4L，BM，CN 三 线 共 点 . 
Q 点 称 为 己 点 的 等 角 共 固 点. 
如 图 32-12, 点 忆 在 八 ABC 的 三 边 BC，CA，AB 上 的 射影 分 别 为 X，Y， 
Z. 过 XY, 2Z 作 圆 ,这 圆 又 交 BC; CA; AB 于 XX YY， 2Z 过 
X ,YY,Z 分 别 作 BC,，C4A, 4AB 的 垂 线 . 证 明 这 三 条 垂 线 交 于 


解 .一 PC 一 XB — XC, 
PA* 一 PB: = ZA’ — ZB’, 
Pe’— PA = YC”— YA?, 
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三 式 相 加 得 
XB: 一 XC2: 十 YC: 一 YA: 十 ZA: 一 2B: = 0. (14) 
又 BN «BX sb Be (15) 
CY EY = ESN (16) 
AZ AZ = AY AY. (17) 


由 (14) 减 去 (15)，(16)，(17) 的 2 倍 , 整 理 得 
(XB 一 X DB)2 一 XB2 一 (XC 一 XIG)2 十 XC2 十 (YC 一 YC)2 一 YC2 一 (YA 一 YA)3 
二 YA’ 十 (ZA 一 ZA): 一 ZA 一 (ZB 一 ZB): 十 ZB’:=0. 
注意 XB 一 XB= XX’ = 二 XC 一 XC,YC—YC=YY =YA—YA,2Z2A—ZA=2Z 
二 ZB 一 ZB, 所 以 上 式 成 为 
XB:— XC+YC—YA’+ZA:—2ZB’: =0. (18) 


设 过 X,Y 所 作 的 BC, CA 的 垂 线 相交 于 Q, Q 在 AB 上 的 射影 为 Z , 则 同样 可 
以 导出 
X'B2: 一 XIC2 十 YC2 一 YA 十 ZA2 一 2B: 一 0. 
与 (18) 比 较 即 得 ZA? 一 ZB? = ZA: 一 ZB: ,所 以 2 与 QZ 重合 .过 2 所作 的 AB 的 垂 
线 也 通过 Q. 
注 〈i) 我 们 导出 的 (14) 是 过 X, Y，2 分 别 作 BC, CA，AB 的 垂 线 ,三 条 垂 线 相 
交 于 一 点 的 充分 必要 条 件 . 
(ii) 不 论 AABC 是 钝 角 、 直 和 角 或 锐角 三 角形 ,不 论 P 在 八 ABC 内 或 外 ,结论 与 上 
面 的 证 明 均 是 正确 的 . 
(和 负 沙 格 定 理 ) 人 ABC 与 人 A’B'C' 中 ,BC 与 B'C', CA 与 C'A’, AB 与 
A'B' 的 交点 分 别 为 XX,，Y, Z. 车 AA ，BB ，CC 交 于 同一 点 O, 则 X,Y, Z 共 线 . 反 
之 , 若 X, 了 Y,，Z 共 线 , 则 AA ,BB', CC' 交 于 同一 点 O 〇 或 互相 平行 . 
解 一 设 -AA BB ，CC 交 于 点 9. 对 AOBC， 
AOCA,，AOAB 用 梅内 劳 斯 定理 得 
gH €O ,BS 
XC CO BB 
2 
by A 
2 BB AG 
ZB BO A’'A 


9 


] ， 
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a B 2 
相 乘 得 Xe 
所 以 就 人 ABC 来 看 ,由 梅内 劳 斯 定理 (的 逆 定 理 ),X, Y, Z 共 线 . 

有 反之 , 设 AA' 与 BB' 交 于 O. 由 于 八 AA'Y, ABB'X 的 对 应 顶点 的 连 线 交 于 同一 点 
和 6, 所 以 对 应 边 的 交点 O，C，C 共 线 , 即 CC 与 AA’, BB' 共 点 . 

注 〈i) 本 例 及 前 面 的 一 些 例子 体现 了 数学 中 的 整齐 .对 称 之 美 . 

(ii) 如 果 A44A V BB”// CC', 不 难 证 明 仍 有 X,Y，Z 共 线 . 

4ii) 可 以 约定 两 条 平行 直线 交 于 一 理想 的 “无 穷 远 点 ”, 这 样 在 许多 问题 中 (如 例 
9) ,就 可 以 统一 起 来 ,不 必 将 相交 与 平行 作为 两 种 情况 分 别处 理 .. 


一 1. 


习 题 32 


1 已 0 局 0D， 台 0 两 两 外 切 , 切 点 为 A! A,，A3. Ai 在 OO ,OO 上. 作 直 线 
AiA;,，AiA; 交 @O 于 B;，B;. 证 明 B;,B; 是 OO 的 直径 . 

2. O 〇 为 人 ABC 内 任 一 点 ,L，M, N 分 别 为 OA，OB, OC 的 中 点 ,DD, 琅 , 下 分 别 为 
BC, CA，AB 的 中 点 ,证 明 DL,， EM, FN 共 点 . 

3. 自 中 O 〇 上 一 点 P 引 三 条 弦 PA, PB,，PC, 以 它们 为 直径 画 圆 ,这 三 个 圆 中 每 两 个 有 
一 个 不 同 于 PP 的 交点 .证 明 这 三 点 共 线 . 

4. 设 AD 为 八 ABC 的 高 , 胡 为 重心 . 若 X,Y 在 AD 上 DD 的 两 侧 ， 并 且 字 史 一 Pe. 证 
明 :X 在 AB,， BH 上 的 射影 M,N 与 Y 在 AC, CH 上 的 射影 PP, Q 四 点 共 线 . 

5. 局 [是 人 ABC 的 内 切 圆 , 切 AB 于 忆 , 切 AC 于 F. B 在 CI 上 的 射影 为 G,C 在 BI 
上 的 射影 为 五 . 证 明 琅 , 下 , G,， 万 共 线 . 


6.， 四边形 ABCD 中 , /B= 90", AC = BD. AD，BC 和 
的 垂直 平分 线 相交 于 Q,，AB， CD 的 垂直 平分 线 相 《 
交 于 已. 证 明 B,P, Q 共 线 . 

7. M 是 AABC 的 BC 边 的 中 点 . 向 三 角形 的 内 侧 作 -i 
MX | BC, 向 外 侧 作 BY | AB, CZ | AC, 使 图 32-14 


MX :BY :CZ = BM :AB:AC. 求证 :X,Y,Z 共 
线 ,并 且 X 是 YZ 的 中 点 (如 图 32-14). 

8， 如 图 32-15, 四 边 形 ABCD，PQRS，DQEF， 
CSGH 都 是 正方 形 ,其 中 点 在 AB 上 , 且 PR | 
AB, PR 一 AB/2. 求证 :EE, R, G 三 点 共 线 , 且 尺 
是 EG 的 中 点 . 
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16. 


第 32 讲 共 线 点 与 共 点 线 


. 在 AABC 中 ,以 BC 为 直径 的 圆 交 AB,， AC 于 已 ,下 .求证 自 这 两 点 所 引 的 切线 与 


BC 边 上 的 高 共 点 . 


. 已 知 中 O 及 圆 内 一 点 P, 过 PP 作 三 条 弦 AA’, BB', CC ,再 作 弦 AX，B'Y,，C'Z 分 


别 平行 于 BC，CA, AB. 证 明 AX，BY, CZ 共 点 . 


. 已 知人 ABC 及 一 点 P. PP 在 人 BAC 的 平分 线 与 外 角 平 分 线 上 的 射影 分 别 为 义 ， 


X .类 似 地 定义 Y,，Y 和 Z, 2Z'. 证 明 XX’, YY ’, ZZ' 共 点 . 


. 在 AABC 外 作 正 方形 ABEF, ACGF, 并 引 高 AD. 证明:(a) BH, CF, EG 三 线 共 


点 . (b) AD，BG, CE 三 线 共 点 . 


. AB 是 QO 的 直径 ,AA' ,BB', A'B' 都 是 切线 ,A'B' 切 圆 于 C. 证 明 A'B, AB’SC 


引 向 AB 的 垂 线 共 点 . 


. 已 知人 ABC 及 直线 1. A 在 1 上 的 射影 为 A，A 在 BC 上 的 射影 为 A”. 类 似 地 定义 


BB 和 CC 
点 六,Y,Z 分别 在 八 ABC 的 边 BC, CA, AB 上 .在 BC 上 取 XX’, 使 CX 二 XB. 类 
似 地 定义 YY ，Z . 如 果 AX，BY, CZ 共 点 ,证 明 AX’, BY , CZ' 共 点 ， 
如 图 32-16，@O 与 AABC 的 每 条 边 或 其 延长 线 交 于 两 个 
点 (可 能 重合 为 一 个 点 )X 与 X YY 与 了 ,DZ 与 Z . 如果 
AX，BY，CZ 共 点 ,证 明 AX ,BY ,CZ 共 小 ; 
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第 33 讲 同一 法 


有 些 命 题 ,难以 证 明 ,而 它们 的 逆 命 题 却 容易 得 多 ,我 们 就 转 而 证 明 北 命题 . 虽然 ， 

一 般 说 来 , 逆 命 题 与 原 命题 并 不 等 价 . 但 在 某 种 唯一 性 成 立 的 前 提 下 , 逆 命 题 成 立 也 就 

导出 原 命题 成 立 . 这 正 是 同一 法 的 精神 实质 . : 

”点 M 在 正方 形 ABCD 内 ,如 果 Dp C 
LMAB = /MBA = 15"， (1) 


证 明 AMPC 为 正三 角形 . 
解 ” 逆 命题 是 "如 果 AMDC 是 正三 角形 ,那么 (1) 式 成 立 ” 证 
明 很 容易 : 和 MDA = 90 一 MDC = 90° — 60° = 30?， A B 
DAM = /DMA 2 180 于 30 ~ 75°, 图 33-1 
MAB = 90 一 人 DAM = 15". 
同 理 MBA = 15”. 


即 正三 角形 MDC 的 顶点 M 使 (1) 式 成 立 . 

反 过 来 ,由 于 满足 (1) 式 的 点 M 是 唯一 的 (在 正方 形 内 作 PAB = 15°, M 点 必 在 
AP 上 . 同样 作 人 QBA = 15”, M 点 必 在 BQ 上 ,这 两 条 射线 AP，BQ 的 公共 点 只 有 一 
个 ) ,使 (1) 成 立 的 点 M 也 必须 是 正三 角形 MCD 的 顶点 M. 即 原 命题 成 立 : 如 果 点 M 
使 (1) 式 成 立 , 那 么 AMPDC 是 正三 角形 . 

从 采用 同一 法 的 证 明 可 以 诱导 "出 一 个 不 用 同一 法 的 证 明 ( 其 实 这 是 毫 无 必要 的 ， 
个 正方 形 ABCD 与 正方 形 ABCD 全 等 . 在 正方 形 A'B'C'D’ 内 作 正 三 角形 M'C'D'. 
连结 MA'、MB', 根 据 上 面 所 说 ， 

LMA'B’= /MB’'A’ = 15°. 
于 是 AMAEB 人 MAB, MA = MA' 又 ALMAD = AMA'D’ = 90° 一 15°, 所 以 
AMAD SAMATD MD = MD’ = D'A’ = DA = DC. 同样 MC = DC. 所 以 
和 人 AMCD 为 正三 角形 . 
”如 图 33-2, 已 知 玉 为 矩形 ABCD 的 边 BC 上 一 

点 , AD = 2AB. 如 果 BAE = 15°, 求 证 :DA = DE. 

解 ” 逆 命题 “如 果 DA = DE ,那么 人 BAE = 15” 不 难 
证 明 . 事实 上 , DE = DA = 2DC, 所 以 人 DEC = 30". 等 腰 三 6 Cc 
角形 DA 的 顶 角 ADE = DEC = 30", 所 以 _ DA = 元 


A D 


第 :33 讲 ” 间 二 一 法 


75°, ZBAE = 90°—75° = 15.. 

在 BC 上 满足 LBAE = 15° 的 点 玉 只 有 一 个 , 所 以 在 ZBAE = 15 时, 必 有 
DA = DE. 

注 例 2 中 的 图 33-2 不 过 是 例 1 中 的 “一 半 ”. 

如 果 Pli 也 ， Sg Rs Q 都 是 命题 ,复合 命题 


(Pi UP U…U P,)=Q (2) 
的 首 命 题 究 竞 是 Q=> CP UY Ps; Uw U FP,) 
还 是 (QU Pe U wl PAs, 


是 一 件 颇 有 争议 的 事 . 我 们 无 意 卷 人 这 种 “公有 公理 , 婆 有 婆 理 ” 的 无 休 无 止 的 争吵 中 . 
就 使 用 同一 法 来 说 ,采用 后 一 种 看 法 较 好 , 即 认为 P: UPs:U…UP, 已 有 ,在 这 个 前 提 
下 ,Pi 二 Q 与 Q 过 Pi 互 为 逆 命 题 .不 仅 如 此 ,对 任 一 个 k (1 三 上 三 2)， 


(Q U (U P.,)) = PP 
i 


都 可 以 看 做 (2) 的 首 命 题 . 这 样 ,我 们 就 享有 充分 的 自由 去 选择 (在 上 述 意 义 下 的 ) 首 
命题 . 
本 在 人 人 ABC 中 , 人 A = 90", 以 AB 为 直径 作 圆 ,D 在 这 圆 上 ,CD 是 切线 ,E 
在 AB 上 ,DE 与 BC 相交 于 M, DM = 二 ME. 求 证 DE | AB. 
解 ” 我 们 可 以 将 DE | AB 作为 已 知 ,将 DM = ME 作为 结 和 
论 . 这 个 疼 命 题 可 以 证 明 如 下 : 
过 B 作 切 线 BF 交 CD 于 下 .由 于 AC /DE // FB, 所 以 


ME_BM MD_ CM 
a BO" hE Be 


两 式 相 除 得 于 = (3) 
由 于 BF = FD， AC = CD ,所 以 中 = 吨 一 全 ,结合 (3) 式 得 N 语 一 1, 即 ME 一 DM 

由 于 CB 不 与 AB 平行 ,AB 上 满足 DE 被 CB 平分 的 点 上 至 多 一 个 (否则 DE， 
DE; 的 中 点 连 线 CB // AB), 从 而 在 DM = ME 时 , 必 有 DE | AB. 

例 3 中 条 件 (P;) 很 多 . 因此 ,可 构成 各 种 各 样 的 逆 命 题 . 例如 

“在 人 ABC 中 , A = 90", 以 AB 为 直径 作 圆 ,DD 在 这 圆 上 ,E 在 AB 上 ,DE 与 BC 
相交 于 M, DM = ME, DE | AB, 则 CD 为 切线 .” 

“在 AABC 中 , 人 A = 二 90", 过 A,B 作 圆 ,CD 为 切线 ,了 在 圆 上 ,正在 AB 上 ,DE 与 
BC 相交 于 M, DM = ME, DE | AB, 则 AB 为 圆 的 直径 .” 

因此 ,采用 同一 法 不 仅 增添 了 许多 的 解 题 途径 ,而 且 产 生 了 许多 新 的 问题 (这 些 问 
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题 是 由 (2) 中 QQ 与 某 个 Pi 互 换 而 产生 的 ). 

必须 注意 ,只 有 存在 某 种 唯一 性 时 ,才能 使 用 同一 法 . 在 上 面 的 两 种 “ 逆 命 题 ” 中 ,前 
一 个 是 正确 的 . 因为 自 半 圆 上 一 点 D 向 直径 AB 作 垂 线 DE(E 为 垂 足 ) ,其 中 被 BC 平 
分 的 只 有 一 条 (图 33-4 表明 DM = ME ,而 DIM 2 Di Mi 3 Mi EF 9 D, M; 二 DzM。 和 
ME). 已 经 证 明 在 CD 为 切线 时 ,DE 被 BC 平分 ,所 以 DE 被 BC 平分 时 CD 一 定 是 
切线 . 

后 一 个 “ 逆 命 题 "不 成 立 .图 33-5 中 所 有 条 件 均 满足 ,但 AB 不 是 直径 . 


图 33-5 


由 此 可 见 , 在 缺乏 唯一 性 时 , 逆 命 题 未 必 正 确 ; 即 使 道 命题 正确 也 不 能 导出 原 命题 
正确 . 
“如 图 33-6, AB 是 @O 的 直径 ,P 在 4AB 上 ,C, DD 在 @O 上 AB 同 侧 并 且 
ACPA = /ADPB = 45”. C, D 在 AB 上 的 射影 分 别 为 EE, 证 明 EO = PF. 
解 ” 在 QA 上 取 E', 使 OE’ = PF. 过 EE 作 AB 的 重 线 交 


半圆 于 C. 连结 OC’, OD( 图 33-6 中 ,C, FE 可 当 作 C', E'. 实际 GC 
上 我 们 要 证 明 C 与 C,E' 与 EE 重合 ). D 
由 于 DPF = 45", 所 以 DEF = PF =OE'. 又 0C’ = OD， 
所 以 两 个 直角 三 角形 OCE' 与 DOF 全 等 ， a Se 
CE’ = OF = OP+PF = OP+EO = EP, 
CPE’ =45"s 


因此 PC' 与 PC, CC 与 C, EE 与 E 重合 ,OE = OE’ = PF. 
上 面 的 证 法 仍然 是 同一 法 ,只 不 过 换 了 一 种 写法 而 已 . 
注 设 G 为 OP 中 点 , 则 BG = GF. 本 例 实际 上 是 第 30 讲 例 2 的 一 部 分 . 
在 太 ABC 志和 MB = 20 A 二 6 


A 
BD 是 人 ABC 的 平分 线 并 交 AC 于 吕 ,求证 : 


解法 一 ”要 证 明 两 条 线段 BD，AD 之 和 等 于 另 一 条 线 8B Ei: iC 
段 BC ,方法 很 多 . 例如 先 在 BC 上 取 瑟 ,使 EC = AD ,然后 证 图 33-7 


第 33 讲 同一 法 


明 BE = BD. 

但 BE = BD 并 不 容易 直接 证 明 . 于 是 我 们 转 而 考虑 “如 果 BE = BD ,那么 EC = 
AD”( 转 换 命题 ,这 正 是 同一 法 的 精髓 ). 

容易 知道 “ABC = ACB = 40", DBE = 20". 如 果 在 BC 上 取 E 使 BE = BD， 


那么 人 BED 二 180 30 二 80", 从 而 人 EDC = /BED /ACB = 40° = /ACB,， 
EC = ED. 
剩 下 的 问题 是 证 明 ED = AD ,也 就 是 证 明 


AE= ZZDEA. (5) 


如 果 (5) 式 成 立 , 易 知 人 DAE = LEDC 二 20" 二 DBE, 从 而 必 有 A, B, E， 


D 共 圆 . 这 一 推理 是 可 逆 的 ,因此 只 需 证 明 A，B, EE, D 共 圆 . 
我 们 有 很 多 已 知 的 角 ,特别 地 人 EDC = 40" = 了 ABC , 所 以 A, B, 下 ,D 共 圆 , 从 
而 (5)，(4) 均 成 立 . 
可 见 常 用 的 “分 析 法 ”( 分 析 与 综合 ,是 两 种 思维 方法 ) 经 常 伴随 着 同一 法 (的 思想 ). 
解法 二 延长 BD 到 已 ,使 DE = DA ,然后 证 明 BE = BC. 即 AECD = 40". 但 这 
一 条 路 似 有 困难 . 于 是 我 们 变通 一 下 ,改作 人 ECD = 40 ， 
CE 交 BD 的 延长 线 于 上 ,然后 证 明 DE == DA. 
这 时 BCE = 40" 十 40" = 80", 了 EBC = 20", 所 以 


A BEG = 180—80 一 加 


F 
‘Pp 
as 
i 
的 上 
7 ' 
' 


0 cs BE, 
BC = BE = BD + DE. (6) 
延长 CE 交 BA 的 延长 线 于 下 , 则 图 33-8 


LFAC = 180°— /BAC = 80 = /BEC, 


所 以 A, D, E, FF 共 圆 , /DAE = /DFE, /AED = /AFD. 
在 人 BFC 中 ,BE, CA 都 是 角 平 分 线 , 所 以 FD 也 是 人 BFC 的 平分 线 , 从 而 


LDAE = /AED, 
AD = DE. C7 


(6)，(7) 导 出 (4). 

遇 到 困难 时 ,同一 法 可 以 帮助 我 们 变更 问题 , 绕 过 障碍 . 所 谓 “ 灵 活性 ”, 在 很 大 程度 
上 就 表现 在 善于 变换 问题 , 改 弦 更 张 , 绕 过 面临 的 困难 ,而 不 是 死 死 坚持 一 条 道路 , 陷 身 
泥 淖 ,不 能 上 自拔 . 

注 (i) 上 面 的 两 种 解法 ,关键 都 是 四 点 共 圆 . 
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(ii) 由 例 5 可 以 构造 出 不 少 逆 命题 (如 习题 33 第 2 题 ). 
如 果 命 题 Pp: $ Pb, $s 下 面面俱到 而 且 互 不 相 容 , 即 
P 于 


永远 为 真 ,而 且 对 于 1 天 7 (1 委 1， ] 三 1)， Pp. 门 下 一 定 不 真 ; 命 题 Qi ， Q;， SR (2 也 
是 如 此 . 那么 


Pl =>Q, P=Q@&, ', P,=Q, (8) 
称 为 分 断 式 命题 . 
分 断 式 命题 与 它 的 逆 命题 
Q =Pi, Q=P,,…, Q,=P, (9) 
同时 成 立 或 同 不 成 立 . 


2 AAABC 中 ,BE, CF 分别 为 <ABC， 了 ACB 的 平分 线 .证明 : 
(a) 如 果 BE = CF ,那么 AB = AC. 


(b) 如 果 BE 二 CF ,那么 AB 二 AC. A 
(c) 如 果 BE 二 CF ,那么 AB 一 AC. E 
解 ” 根 据 上 面 所 说 ,我 们 可 以 转 而 证 明 这 个 分 断 式 命题 的 , 
逆 命 题 . 首先 设 AB 二 AC, 要 证 
G 
BESS EF: (10) 0 


由 于 人 ACB > ABC, /ACF > ABE ,在 人 FCA 内 可 
以 作 FCN = ABE ,CN 交 BE 于 N,N 在 线段 BE 内 部 ,BE 二 BN. 


F, B,C, N 四 点 共 圆 , 如 图 33-9. 在 这 个 圆 中 ,由 于 90" = 方 人 A 十 人 BCF 十 
LFCN > LBCN > ABC ,所 以 台 BN 二 CF. 

因此 更 有 BE 二 CF. 

如 果 AB 一 AC ,那么 根据 刚才 所 证 BE 一 CF. 

如 果 AB = AC ,显然 BE = CF. 

例 6 的 结论 业已 得 到 证 明 . py 

注 ” 例 6(a) 称 为 斯 坦 纳 (J. Steiner，1796 一 1863)-Lehmus 
定理 . 

在 图 33-10 中 , 设 人 ABC 的 外 接 贺 上 ,M 为 BC 中 点 ,AD 为 NS 
BAC 的 角 平 分 线 , 则 易 知 B Me egg 


AB x AC = AD x AM, M 
AD Xx DM = BD XX DCO, 图 33-10 
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第 33 讲 同 
从 而 角 平 分 线 AD 的 长 
3 二 PTR (11) 
Cc 
其 中 a, 5b, c 为 人 ABC 的 边 长 ,s 二 4 工人 
利用 公式 (11) ,不 难得 出 例 6 的 结论 , 即 
A RY (12) 


这 里 ”人 ”表示 “二 ”、“= 二 ”、“ 过 ”中 的 任 一 个 ,而 “V ”表示 与 “A ”方向 相反 的 符号 . 
设 AD 为 人 ABC 的 角 平 分 线 ,1 在 AD 上 ,并 且 人 BIC = 90° 十 $LBAC. 


证 明 了 是 内 心 . 
解 在 1 是 内 心 时 ,显然 有 
LBIC = LIBA+ LBAC+ LICA 
(13) 


从 
从 


33-12 


C 


图 33-11 
对 于 角 平 分 线 AD 上 任意 两 点 P, ，P , 当 P 在 线段 AP, 上 时 ， 
x BPG= P; BP, 十 二 BP:C 十 二 PICP， DC 
所 以 当 己 在 线段 AD 上 ,由 万 向 A 移动 时 ,人 BPC 严格 递减 ,其 中 能 使 ZBPC = 90" 
十 方 ZBAC 的 点 P 只 有 一 个 , 即 内 心 . 已 知 了 使 此 式 成 立 , 所 以 了 必 为 内 心 ， 


我 在 苏州 讲课 时 ,有 一 位 同学 提出 如 下 的 解法 ; 
设 AT 交 外 接 圆 于 M, 则 MM 为 BC 的 中 点 , MB = MC. 以 M 为 圆心 ,MB 为 半径 作 


圆 . C 在 这 圆 上 , 设 NN 为 COM 上 任 一 点 ,与 A 分居 BC 的 两 侧 , 则 
LBNC == 讨 人 BMC = 方 (180" 一 和 BAC) = 90" 一 方 CBAC = 180" 一 (90" 十 
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LBAC) = 180° — ZBIC. 


因此 ,I 在 OM 上 , MI = MB, 人 MIB = 人 MBI, 即 
AIAB 十 AIBA = LAMBC+ LCBI = LMAC+ LCBI. 
所 以 ZIBA = LCBI. 
1 是 角 平 分 线 AT，BT 的 交点 ,因而 是 内 心 . 
在 第 31 讲 例 1 说 过 ,I 是 内 心 时 , IM = MB , 即 1 在 ©M 上 .现在 则 是 反 过 来 , 先 


证 1 在 ©@M 上 ,再 证 1 是 内 心 . 
男 一 位 同学 提出 的 证 法 更 有 趣 : 


图 33-13 


由 了 向 AC, AB 作 垂 线 , 和 王 足 分 别 为 ,FF. 
因为 AT 是 角 平 分 线 , 所 以 IE = IF. 将 RtAIEC 与 人 IFB* 拼 ”在 一 起 .确切 地 说 ， 
作 直 角 三 角形 TB 人 IBF. 延长 BE'(E 即 F 到 CC, 使 EC = EC,， 则 
Rt 八 TE'C’ 安 人 IEC. 这 时 ， 
FBS= BeyTE SS EEE", 
ZBIT = ZBIF ZETC = ZBIF+ ERIC 
— 0 BIOL PIF = 6 — (90°+ 专 人 BAC) 一 (180" 一 人 BAC) 


oe LBAC se 


因此 ; ABI'C' ABIC; ZIBC = ZIB'C' = ZIBF. 
所 以 工 为 内 心 ， 
数学 需要 想象 ,大 胆 的 想象 . 以 上 三 种 证 法 ,当然 以 第 一 种 最 为 简单 ,但 后 两 种 证 
法 ,巧妙 地 绕 过 困难 ,也 反映 这 两 位 同学 能 够 开动 脑筋 ,善于 想象 . 
“” ( 莫 莱 (F. Morley,，1860 一 1937) 定 理 ) 将 任意 三 角形 的 各 角 三 等 分 , 则 每 两 
个 角 的 相 邻 的 三 等 分 线 的 交点 构成 正三 角形 . 
如 图 33-14 ,我 们 要 证 明 人 XYZ 是 正三 角形 . 直接 去 证 , 颇 为 困难 . 采用 同一 法 的 
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思想 ,“ 反 其 道 而 行 之 ”, 设 入 XYZ 是 正三 角形 ,看 看 如 何 “ 还 原 ” 出 
AABC 来 . A 

为 此 , 设 AABC 的 内 角 为 3a, 38, 37. 又 设 CY, BZ 延长 后 相 
交 于 D. 类 似 地 定义 E, F. 

在 人 BDC 中 , 人 BDC = 180° 一 2(8 十 7), XX 是 内 心 ,DX 平分 
一 BDC. 因此 以 YZ 为 底 ( 在 X 的 异 侧 ) 作 含 角 为 180" 一 2(8 十 y) C 
的 号 形 弧 ,弓形 弧 的 中 点 就 是 D( 只 有 这 样 XD 才能 平分 图 33-14 
2BDCY. 


D2 FX 交 得 BB 上 ese A.. 
我 们 来 证 明 AA BC 的 内 角 恰 好 是 3a, 38, 3y, 而 且 A'Y, A'Z 等 恰好 是 各 内 角 的 
三 等 分 线 : 
由 作法 , 人 DZY = 人 DYZ = 8 十 y. 所 以 
LB'ZX = 180°—60°— (8+7) = 120°— (B+ 7y). 


同样 LB'XZ = 120°— (B+ a). 
从 而 (注意 a 十 8 十 y 一 32 = 60") 
LXB'Z = 180° 一 120° 十 (8 十 7) 一 120° 十 (8 十 a) 一 及 
同样 A sy 
所 以 LB'XC’ = B+y+ LBDC' = 90°+ 方 BR (14) 


X 在 BDC 的 平分 线 上 ,而 且 (14) 式 成 立 , 所 以 X 就 是 AB'DC“ 的 内 心 工 

同 理 Y, Z 也 分 别 为 人 EA'C', 入 FA'B' 的 内 心 . 于 是 B'X，B'Z 是 A'B'C' 的 三 
等 分 线 , ABC = 38, 人 B'A'C' = 3a 等 等 . 

人 ABC'wA 人 ABC, 不 妨 设 入 A'B'C' 就 是 人 ABC( 否 则 将 八 A'B'C' 连 同 整个 图 形 
返 当 地 放 缩 ). 由 于 三 等 分 线 及 相应 的 交点 均 是 唯一 的 ,所 以 得 出 的 人 XYZ 是 正三 
角形 . 


Bs 


1. 以 正方 形 ABCD 的 边 BC 为 底 ， rey gg EBC, 顶 角 ZBEC = 
30 ,连结 EA，ED. 证 明 八 EAD 为 等 边 三 角形 . 
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2. 


在 AABC 中 , AB = AC, BD 是 人 ABC 的 平分 线 , 交 AC 于 D, BC = BD 十 AD. 求 
证 人 人 BAC = 100 . 


.整数 数列 {a,}) 定 义 为 al 二 2, as 一 7， 


2 
一 地 之 a 一生 之 卫 人 (x) 


证 明 对 所 有 n> 1，a 为 奇数 . 


1 一 ] 


. 在 梯形 ABCD 的 底 边 AD 上 有 一 点 忆 , 使 三 角形 ABE，BCE 和 CDE 的 周 长 相 等 . 


证 明 BC = 3 


. 在 四 边 形 ABCD 中 , 八 ABD, 八 BCD,， 八 ABC 的 面积 之 比 为 3:4:1. 点 M,N 分 


别 在 AC，CD 上 ,满足 全 He SN, 并 且 B, M，N 在 一 条 直线 上 . 证 明 M，N 分 别 


. 人 ABC 中, 人 C= 90", AC 关 BC,DD 为 AB 中 点 ,人 C 的 平分 线 与 AB 的 中 重 线 相 


交 于 玉 , 证 明 CD = DE. 


. 人 ABC 中 , JB 二 75", BC 上 的 高 AD 二 二 及 .求证 AG = BC. 


2 


. 人 ABC 中 , AB = AC, AA = 36". D 在 AC 上 ,AD = BC. 求证 ; (a) ABD = 


LCBD. (b) BD = BC. 


. 已 知 V 为 八 ABC 内 一 点 ,人 AABC 的 边 BC /VA,，CA' /VB，, A'B'//VC. 分 别 


过 A', B,C 作 BC, CA, AB 的 平行 线 . 证明 这 三 条 线 交 于 同一 点 . 


第 34 讲 几何 变换 


几何 学 中 所 研究 的 图 形 并 非 孤 立 静止 的 ,它们 之 间 可 能 存在 着 各 种 各 样 的 联系 , 通 
过 变换 可 以 把 一 个 几何 图 形变 为 男 一 个 几何 图 形 . 
虽然 在 中 学 课程 里 不 可 能 (也 没有 必要 ) 采 用 变换 群 的 观点 ,但 是 注意 培养 学 生 用 
变换 的 思想 来 考察 问题 还 是 十 分 必要 的 . 
本 讲 的 目的 就 是 通过 一 些 例题 说 明 如 何 利 用 变换 来 证 题 . 
如 图 34-1, 人 ABC 轨 人 A'B'C'’, AD 为 
人 BAC 的 平分 线 ,AD 为 人 B'A'C' 的 平分 线 ,证 明 A 


A 
AD = A'D.. 
分 析 ”这 个 问题 ,如 果 不 采 取 变 换 的 观点 ,证 起 来 4 | \ | \ 
还 不 很 容易 (当然 也 不 难 ). 但 是 ,采取 变换 的 观点 , 问 


B D 2 D 人 


题 就 成 为 显然 的 了 . 我 们 把 人 ABC 放 在 人 A“ BC 上 ， 图 34-1 
由 于 和信 ABC 旨 信 A'B'C', 可 以 使 对 应 的 顶点 (与 边 ) 全 
部 重合 ,这 时 一 BAC 的 平分 线 与 人 B'A'C’ 的 平分 线 重合 ,因此 AD = A'D". 

这 里 采用 的 变换 就 是 全 等 变换 ,或 者 叫做 合同 变换 .运动 . 

采用 合同 变换 的 观点 ,两 个 全 等 的 图 形 都 可 以 看 成 是 一 个 图 形 ,因此 两 个 全 等 的 图 
形 中 对 应 的 线段 一 定 相等 . 

可 以 证 明 平 面 上 的 合同 变换 都 可 以 由 平移 ( 绕 一 个 定点 的 ) 旋 转 及 反射 ( 轴 对 称 ) 
组 成 . 

我 们 先 来 看 看 反射 在 证 题 中 的 应 用 . 

友 呈 在 正三 角形 ABC 的 三 条 边 上 各 取 一 点 D, EE, FF, 证 明 这 个 内 接 三 角形 
DEF 的 周 长 不 小 于 八 ABC 的 周 长 的 一 半 . 


A Fi Bi D, Ci E:3 A, 


KCKEANE 
Ll, WA AN WV] YY 
B D Cs FE! A Fs 8B, 
图 34-2 
分 析 为 了 解 这 个 问题 ,我 们 将 八 ABC 接连 作 5 次 反射 (对 称 轴 依 次 为 AC, CB,， 
BiAl, AiC， C1B,), 不 难看 出 图 34-2 中 ,折线 FED1F;E,D;F’ 三 FF 而 折线 
FED,F;E;D;F" 是 人 DEF 的 周 长 的 两 倍 ， FF ps AA, 是 人 ABC 的 周 长 . 因此 


和 ADEF 的 周 长 > 广 AABC 的 周 长 . 


py 
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这 里 正三 角形 也 可 改 为 正 n 边 形 . 
在 几何 作 图 中 常常 采用 平行 移动 法 . 在 证 明 题 中 利用 平行 移动 的 例子 也 不 少 . 
如 图 34-3, 平 行 四 边 形 ABCD 中 有 一 点 P, 已 知 了 PAD = PCD. 求证 

ZEPEC 一 ZPD 

分 析 ”这 个 问题 的 已 知 条 件 中 有 两 个 角 相 等 ,要 证 明 的 结论 是 男 两 个 角 相等 ,这 就 
启发 我 们 去 利用 共 圆 点 的 性 质 ,但 通常 共 圆 的 四 点 构成 图 34-4. 将 图 34-3 与 图 34-4 
比较 ,不 难 发 现 ,只 要 将 八 PAB 沿 BC 方向 平行 移动 ,使 B 变 成 C, 则 因为 ADZ2ZBC.A 
变 成 D. 设 这 时 已 变 为 卫 , 则 人 APAB 变 为 AP DC( 参 见 图 34-5). 


由 于 PP'ZBC ZAD, 易 知 人 PP'C = PBC, /PAD = 人 PP. 从 而 二 PCD 
= PAD = PP'D, P; C; P's DD 四 点 共 贺 ;APDC = 之 PP'C =.ZPBG.， 

现在 我 们 举 几 道 与 旋转 有 关 的 例题 . 

RR 在 AABC 的 三 条 边 上 向 外 各 作 一 个 正三 角形 : AABC ，ABCA ， 
和信 CAB'. 证明: AA = BB’ = 0C', 并 且 每 两 条 线 的 夹 角 都 是 60". 

分 析 为 了 证 明 这 两 个 结论 ,只 要 绕 A 作 60 的 ( 顺 时 针 
方向 的 ) 旋 转 . 如 图 34-6. 由 于 人 BAC = 60", AB' = AC, 所 
以 B' 变 成 C. 同 理 B 变 成 C“. 从 而 BB' 经 过 旋转 变 成 CC'. 因 
此 BB = 00', 并 且 BB’ 与 CC 的 交角 为 60". 

设 BB'，CC 的 交点 为 F; 则 ZCFB = ZBAC'， 
ACFB' = LCAB', 所 以 下 也 是 八 AC'B 的 外 接 圆 与 
和 A 人 ACB 的 外 接 圆 的 交点 ( 另 一 个 交点 是 A). 从 而 

BFC = 360°— /AFB— /CFA = 360°— 120°— 120° 
= 120°. 

于 是 下 也 在 八 A'CB 的 外 接 圆 上 . 

根据 同样 道理 ,AA’ 与 CC 的 交点 是 八 AC'B 的 外 接 圆 与 八 A'CB 的 外 接 圆 的 交点 . 
因此 ,AA' 与 CC’ 的 交点 就 是 F. 即 AA ，、BB ，CC 交 于 同一 点 下 . 

当 AABC 的 每 个 内 角 都 小 于 120" 时 ,下 在 这 三 角形 的 内 部 , 它 对 三 条 边 的 张 角 都 
是 120?", 即 
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ZBFC = /CFA = /AFB = 120". 

这 时 下 称 为 费 马 点 . 

”在 人 ABC 内 求 一 点 P, 使 PA 十 PB 十 PC 为 最 小 . 

解 (1) 如 果 人 ABC 的 内 角 均 小 于 120 , 绕 A 点 作 60 旋 
转 , 这 时 B 变 为 C', P 变 为 P', 因 此 PB 变 为 PC (图 34-7). 

连结 PP' , 则 人 APP“ 为 正三 角形 ,所 以 

PA 十 PB 十 PC 
一 CP“ 十 PP 十 PC 三 GCC (1) 


当 PP 为 费 马 点 下 时 ,由 上 例 , 绕 A 旋转 后 ,BB 变 为 CC ,所 
以 P' 仍 在 CC 上 ,(1) 成 为 等 式 . 反之 ,在 (1) 为 等 式 时 ,P,P' 均 在 CC’' 上 , /APP' = 
60”, 所 以 己 是 AABC 的 外 接 圆 与 CC 的 公共 点 , 即 费 马 点 下 . 

因此 , 当 且 仅 当 PP 为 费 马 点 下 时 , PA 十 PB 十 PC 为 最 小 . 

(ii) 如 果 人 ABC 有 一 个 内 角 大 于 等 于 120", 不 妨 设 人 A C 


三 120", 绕 A 点 作 60" 的 旋转 ,与 CD 相同 ， NW 
D/L DD’ 、* A 
PA 十 PB 十 PC=CP' 十 PP 十 PC. > 
由 于 P、P' 都 在 八 ABC 或 人 ABC 内 ,所 以 闭 折线 CPPCC 8B 
包围 闭 折线 CAC'C( 图 34-8). 于 是 ， 图 34-8 
CP’+PP+PC CA+AC’' = CA+AB, 
即 PA 十 PB 十 PC 二 CA 十 AB. (2) 


当日 仅 当 PP 为 A 时 ,PA 十 PB 十 PC 最 小 . 
’ 如 图 34-9, 过 PP 点 作 直 线 分 别 与 AABC 的 边 AB, AC 及 中 线 AE 垂直 ,这 

些 垂 线 分 别 与 高 AD 相交 于 LL, M,N ,证明 LN = MN. 

分 析 ”这 次 我 们 先 将 人 ABC 平行 移动 ,使 得 A 点 
与 P 点 重合 ( 即 图 中 八 PB'C'), 再 绕 P 作 90" 的 旋转 
( 顺 时 针 方 向 ), 成 为 和信 PBC”. 经 过 这 样 变 换 后 , 直线 
AB, AC,， AE 分 别 与 它们 的 垂 线 PL ，PM，PN( 也 就 
是 PB ,PC”, PE”) 重合, 并且 直线 BC 的 新 位 置 BC 
与 它 原 来 的 垂 线 AD 平行 . 

由 于 AE 平分 BC，PE”“ 平 分 B*C”, 即 PN 平分 
BC ,因而 PN 也 平分 与 BC 平行 的 线段 LM. 

例 6 也 是 一 个 典型 的 例子 , 它 显 示 了 从 变换 (运动 ) 
的 观点 来 看 待 问题 ,可 以 抓 住 问题 的 实质 , 免 去 许多 繁琐 的 论证 与 叙述 . 
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注 ”可 以 证 明 一 次 平行 移动 与 一 次 旋转 结合 起 来 等 于 一 次 旋转 (当然 是 绕 男 一 个 
点 的 旋转 ). 
除了 合同 变换 ,中 学 里 最 常见 的 变换 是 相似 变换 , 它 可 以 分 成 一 次 位 似 变换 与 一 次 
合同 变换 ,因此 我 们 主要 讨论 位 似 变换 . 
， 自信 ABC 的 顶点 A 向 ABC, 人 ACB 及 其 外 角 平 分 线 作 垂 线 ,证 明 四 个 
垂 足 DD, 玉 , 下 , G 共 线 . 


分 析 延长 AD 交 BC 于 D'. 由 于 二 
/ABD = DBD,， /ADB = D'DB D G 
二 90"，BD = BD, 所 以 
人 ABD ww AD’'BD, D BE F C Gr 
] 图 34-10 
AD = DD’ = FAD. 


换 句 话说 ,以 A 为 位 似 中 心 ,2 : 1 为 相似 比 作 位 似 变 换 , 则 D 点 变 为 直线 BC 上 的 一 
成 
同 理 , 在 所 述 变换 下 ,E, 下 , G 分 别 变 为 BC 上 的 点 E', 所 , G'. 由 于 D',E',F， 
G 在 同一 条 直线 BC 上 ,所 以 在 变换 前 ,D, E, F, G 也 在 一 条 直线 上 (而 且 这 条 直线 就 
是 八 ABC 的 中 位 线 ). 
四 ”人 ABC 中 ,AD，BE，CF 为 中 线 , AD,， 
BE ，CF 为 高 ,0O，C, 日 分 别 为 外 心 ,重心 , 垂 心 . 证 明 


(a) O, G, 吾 共 线 ,并 且 OG = 5GH. 


(b) D, E, F, D1, Ei, Fi 及 AH 的 中 点 D,, BH 
的 中 点 上 ,CH 的 中 点 下 ; 九 点 共 圆 ,这 圆 的 圆心 在 


线段 GH 上 ,并 有 GK = OG. 


解 G 在 AD 上 ,并 且 GD = FAG. 所 以 以 G 为 位 


似 中 心 ,1 : (一 2) 为 相似 比 作 位 似 变 换 , 则 A 变 为 DD. 

同样 ,在 这 位 似 变 换 下 ,B,C 分别 变 为 ,下 ， 八 ABC 变 为 人 DEF. 

因为 OD | BC, EF // BC, 所 以 OD | EF. 同 理 OE | DF. 所 以 0O 是 八 DEF 的 
重心 . 
于 是 ,在 上 述 位 似 变换 下 , 瑟 变 为 O. 即 (a) 成 立 . 
同 理 ,O 变 为 ADEFE 的 外 心 K, 所 以 K 在 GH 上 ,并 且 GK = #0G. 


由 于 KO = 3G0 此 3 HO, 所 以 K 是 OH 的 中 点 . 
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由 于 AH 变 为 DO, 所 以 DO = 5AH = D,H. 又 DO // D;H, 所 以 四 边 形 


D,ODH 是 平行 四 边 形 ,DD; 的 中 点 就 是 OH 的 中 点 K. 

直角 三 角形 DD, D, 中 ,K 为 斜 边 DD; 的 中 点 ,所 以 KD, = KD = KD,, 即 Di， 
D; 都 在 以 天 为 圆心 ,KD 为 半径 的 圆 上 . 

因此 ADEF 的 外 接 圆 过 Di, D;,, E,, E,, F, F;. 

例 8 中 的 直线 OH 称 为 欧 拉 线 . OK 称 为 人 ABC 的 九 点 圆 , 也 称 为 欧 拉 圆 或 费 
尔 巴 蛤 (K. W. Feuerbach，1800 一 1834) 圆 . 外 接 圆 与 九 点 圆 的 内 相似 中 心 是 重心 
C, 外 相似 中 心 是 垂 心 H. 

2E 三 个 全 等 的 圆 有 一 个 公共 点 KK, 并 且 都 在 八 ABC 内 ,每 个 圆 与 AABC 的 两 
条 边 相 切 . 证 明 AABC 的 内 心 天 ,外 心 O 与 天 共 线 . 

分 析 本题 是 第 22 届 国 际 数学 苑 赛 的 第 5 题 . 如 果 熟 知 位 似 变 换 , 就 不 难 证 明 . 

设 已 知 圆 的 圆心 为 0， ，O: (图 34-12). 由 于 @O, 与 AB, AC 相 切 ,所 以 Oi 在 
BAC 的 平分 线 AI 上 . 同 理 O; 在 BI 上 ,0O; 在 CI 上 . 

由 于 QO,，Q〖@O; 均 与 AB 相 切 ,所 以 O, ,0O; 到 AB 的 距 
离 相等 , 即 O10; // AB. 同 理 AOOO 的 其 他 两 边 分 别 与 
BC，CA 平行 . 

于 是 人 OO 与 办 ABC 位 似 , 位 似 中 心 为 二 

由 于 天 是 OO ，@O ，@O, 的 公共 点 ,所 以 KO = 
KO;, 一 KO;，, 即 KK 是 AOLO:O: 的 外 心 . 

因此 ,AABC 的 外 心 O， 八 O10O;O; 的 外 心 天 与 位 似 中 

图 34-12 
心 工 共 线 . 

相似 ,无 非 是 位 似 结合 旋转 . 

二 晤 《拿破仑 定理 ) 在 图 34-6 中 ,人 ABCA ，AACB'` ，AABC 的 外 心 分 别 为 
O，0， 必 .证 明 AOO:O: 是 正三 角形 . 

分 析 ”我们 将 人 AO;O; 绕 A 点 旋转 30〈( 顺 时 针 方向 ), 则 O; 落 到 AC' 上,O, 落 到 
AC 上 . 易 知 


所 以 人 AO;O; AAACC' ,并且 OQ;O; = Bg. 


同 理 OO 二 BAZ， = BE. 而 例 4 中 已 经 证 明 A'A = B'B = CC, 所 


以 (六 (3 ee OO = 0 O; » 即 人 CO OO; 是 正三 角形 . 
人 和信 ABC 为 正三 角形 , MP / BC,，M 在 AB 上 ,P 在 AC 上 ,DD 为 人 AMP 
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的 外 心 ,E 为 BP 的 中 点 .求人 DEC 与 人 CDE. 


分 析 显然 八 MAP 为 正三 角形 . 设 AP 中 点 为 N， MP 中 点 为 F. 易 知 NN, F,E 
NE NE 1 


共 线 ,并 且 NE/AB, AE = 二 也. 


为 相似 比 作 一 个 位 似 变 换 . 由 于 人 PDF = 60 ,并 且 DF = 
十 DP， 所 以 己 点 变 为 下 点 . 同 理 A 点 变 为 N 点 . 于 是 直线 PA 
变 为 直线 NF. 


直线 NE 上 的 点 下. 
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> 


先 绕 D 点 作 60〈 顺 时 针 ) 的 旋转 ,再 以 也 为 位 似 中 心 ,1 : 2 


由 于 人 发 一 二 ,所 以 在 上 述 变换 下 ,直线 PA 上 的 点 C 变 为 


于 是 人 CDE = 60" ,并且 Fe = 方 ,从 而 人 DEC = 90" 
虽然 不 用 变换 的 观点 也 可 以 证 明 , 但 采用 变换 更 加 生动 . 


习 是 34 


. 忆 为 正三 角形 ABC 内 任 一 点 ,证 明 ; PA 去 PB 十 PC. 

. 八 ABC 为 正三 角形 ,P 在 外 接 圆 的 BC 上 . 证 明 : PA == PB 十 PC. 

.( 托 勒 密 定 理 ) 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 . 证 明 : AC . BD = AB . CD 十 BC . DA. 
证明; 对 任意 四 边 形 ABCD, AC .BD 二 AB .CD 二 BC .DA. 并 当 且 仅 当 四 边 形 


为 圆 内 接 四 边 形 时 等 号 成 立 ， 


. 人 ABC 为 正三 角形 ,PP 为 任意 一 点 ,不 在 外 接 贺 上 . 证明 PA，PB，PC 可 以 组 成 三 


角形 . 如 果 这 个 三 角形 的 面积 为 定 值 m, 求 PP 点 的 轨迹 . 


.以 AABC 的 边 为 一 边 向 外 作 八 DBC,， 八 ECA， 八 FAB, 满 足 


(i) LD+ /E+/F = 3600"; 
(Ds 

FB DC EA 
证 明 :; /EDF = /ECA 十 ABF. 


.证 明 : 


(a) 绕 定 点 〇 旋转 a 等 价 于 两 次 轴 对 称 , 对 称 轴 均 过 〇 点 , 夹 角 为 a/2. 平 移 等 价 于 
两 次 轴 对 称 , 对 称 轴 互相 平行 . 

(b) 关于 点 Oi 旋转 al ,再 关于 点 O, 旋转 as 等 价 于 绕 一 定点 OO 旋转 al 十 az 这 里 
0 过 -al ，a2 < 2 并 且 am 十 az 天 2x. 求 八 OiO,O 〇 的 角 . 
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8. 在 任意 三 角形 ABC 的 边 上 作 等 腰 三 角形 AKB, BLC, CMA, 顶 角 分 别 为 a, B, 7， 
a 十 8B 十 7 二 360". 这 些 等 腰 三 角形 均 在 人 ABC 外 侧 ( 或 均 在 内 侧 ). 求 AKLM 的 角 . 
9. 如 图 34-14, 人 ABC 和 八 ADE 是 两 个 不 全 等 的 等 腰 直 角 
三 角形 . 固定 八 ABC, 将 八 ADE 绕 A 点 在 平面 内 旋转 . 试 
证 :不 论 八 ADE 转 到 什么 位 置 ,线段 EC 上 必 存 在 点 M， 
使 人 BMD 为 等 腰 直 角 三 角形 . 


10. 证 明 : 八 ABC 的 外 心 、 内 心 及 人 AmpCn ,了 卫 ， 7 为 三 个 4 
旁 心 ) 的 外 心 共 线 ， » 
11. 如 图 34-15, 万 , 下 分 别 在 正方 形 ABCD 的 边 BC, CD 上 ， 赴 其 强 


EAF = 45". 求证 :A 到 EF 的 距离 等 于 AB. 


A D 
Vy 
B E C 


图 34-15 


12. 平行 直线 /1 ,ls 间 的 距离 等 于 正方 形 ABCD 的 边 长 ,并 且 与 正方 形 的 周 界 相交 于 
已, 下 , G, 颗 , 如 图 34-16. 证明;:EG 与 FH 的 夹 角 为 45?. 
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利用 面积 关系 解决 几何 问题 , 古 已 有 之 ,最 典型 的 例子 就 是 勾 股 定理 的 许多 采用 面 
积 割 补 的 证 明 . 平面 几何 中 几乎 所 有 的 证 明 题 与 计算 题 ,都 能 用 面积 来 解 . 当然 ,过 于 迁 
回 曲 折 时 ,我 们 宁愿 采用 其 他 方法 ,但 在 很 多 场合 ,面积 法 常常 能 给 我 们 提供 一 个 简洁 
明快 的 解答 . 

面积 法 的 基本 思想 是 ; 

用 两 种 不 同 的 方法 计算 同一 块 面积 ,得 到 的 结果 应 当 相等 ,再 由 这 个 等 式 导 出 所 需 
要 的 结果 . 


如 图 35-1， 八 ABC 中 , AB 二 AC, CD, BE 分 别 为 六 
AB, AC 上 的 高 ,证 明 : CD 一 BE. (1) 
解 ” 本 题 的 解法 很 多 ,如 果 采 用 面积 法 ,我 们 有 E 
BE . AC = CD . AB = 2 .。 Sagc. 4 
由 已 知 AC 一 AB，, 两 式 相 除 即 得 (1). 图 35-1 


AA4ABC 中 , AB = AC, P 为 底 边 BC 上 一 点 . 证明:P 
到 AB,， AcC 的 距离 之 和 为 定 值 . 
解 ” 容 易 看 出 ,在 图 35-2 中 ， 


SAABP 十 SAapc = SAapc 、 (2) 
所 以 
hl。 AB+h, .AC = h .AB, (3) 


其 中 hh ,hs 分 别 为 P 到 AB, AC 的 距离 ,h 为 等 腰 三 角形 ABC 的 腰 上 的 高 . 


A 


图 35-2 图 35-3 


由 (3) 易 得 hi 十 h。 二 由 . 
注 奋 己 在 BC 的 延长 线 上 (图 35-3) ,用 同样 方法 可 得 | 有 一 hs | 二 hh. 这 时 (2) 的 
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左边 应 改 为 差 , 但 也 可 以 约定 Saarc 在 A，P, C 成 顺 时 针 顺 序 时 , 取 负 值 一 |SAarc | ,这 
样 约定 后 (2) 仍 成 立 , 其 中 的 面积 称 为 有 向 面积 . 
问 证明; 正三 角形 ABC 内 任 一 点 P 到 三 边 的 距离 之 和 等 于 这 三 角形 的 高 . 

例 3 的 证 明 与 例 2 类 似 . 

例 3 可 推广 为 : 

各 边 相等 的 凸 n 边 形 内 任 一 点 P 到 各 边 距离 的 和 为 定 值 ,这 值 等 于 n 边 形 面 积 的 
2 倍 除 以 边 长 . 

还 可 以 推广 为 : 

加 四 ”各 角 相 等 的 凸 n 边 形 A1A,…A, 内 任 一 点 P 到 各 边 距离 的 和 为 定 值 . 

例 4 可 以 借助 例 3 的 推广 来 证 明 ( 习 题 35 第 1 题 ). 这 里 介绍 的 方法 是 利用 例 2 的 
结论 ,将 点 已 移 到 边界 上 . 为 此 ,过 PP 作 一 条 直线 / 与 一 条 边 ， 
比如 说 A1A, 平行 . 这 直线 /将 n 边 形 分 成 两 个 多 边 形 . 每 个 多 A 4 
边 形 中 可 能 有 一 条 边 ( 如 A1A,) 与 /平行 , 当 P 在 1 上 移动 时 ， 
P 到 这 边 的 距离 不 变 . 其 余 的 边 两 两 成 对 ,每 一 对 边 与 直线 / 
( 即 与 边 A1A,) 成 相等 的 角 , 当 P 在 1 上 移动 时 (不 越 出 图 35-4 
中 的 尺 与 Q), 由 例 2, P 到 这 一 对 边 的 距离 的 和 不 变 . 因此 ,P A 
到 各 边 距离 的 和 等 于 R 到 各 边 距 离 的 和 ,这 里 尺 是 : 与 n 边 形 4 
边界 的 交点 . 

不 妨 设 RR 在 边 A;A; 上 . 与 上 面 的 推理 完全 相同 , 当 R 在 边 A,A; 上 移动 时 , 它 到 
各 边 的 距离 的 和 为 定 值 . 因此 ,P 到 各 边 距 离 的 和 等 于 A,s 到 各 边 距 离 的 和 . A; 也 可 以 
在 多 边 形 的 边界 上 自由 移动 ,保持 到 各 边 距 离 的 和 不 变 . 所 以 P 到 各 边 距 离 的 和 等 于 
任 一 顶点 到 各 边 距 离 的 和 . 

注 ”这 种 移 到 边界 的 方法 在 求 极 值 时 常常 使 用 . 参见 第 40 讲 例 8、 例 9. 

河 加 在 平行 四 边 形 ABCD 中 ,E 为 AD 上 一 点 ,下 为 AB 上 一 点 ,并 且 BE = 
DF , BE, DF 交 于 G. 求 证 : BGC = 人 DGC. 


解 ” 本 题 似 与 面积 无 关 . 但 细 细 一 想 ,CG 平分 和 BGD 等 价 于 C 到 BE, DF 的 距 
离 相等 . 因而 问题 化 为 证 明 


SAERc = 9ADFC， (4) 
和信 EBC 与 DABCD 同 底 等 高 ,所 以 A 六 
| 
SAEac 一 FD SoABcD. F 
同样 Sarrc = 序 Sonpep. B 人 
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因此 (4) 成 立 . 在 (4) 两 边 约 去 BE(== DF) 即 产 生 结论 . 
如 图 35-6, 正 三 角形 PQR 与 P'IQR 全 等 ， AB -= yy BC = bi ' CD = 3 
DE = b,,， BF = as，, FA = b;. 求证 : 


af 十 a2 十 a3 二 6B 十 如 十 本 . (5) 
解 ” 易 证 得 八 PBA ww 人 QBC (~P= /Q = 60", PBA 


= ZQ'BC), 所 以 Saaaa 二 给 
Saggc Of 


同 理 六 个 小 三 角形 PBA, QBC, QDC, RDE, RFE, P'FA 
彼此 相似 ,所 以 


SApaa = ait, SAaac = bit, 


SAaonc = at，SARDE = bit, (6) 


SARFE 一 ast, SAPFA 一 bit. 


注意 Snppa = gAapc = OARFE 3 SAraR -A 咏 入 边 形 ABCDEF 

和 APQR: 人 号 六 边 形 ABCDEF 

= 9AqaBc 十 SARDE 十 SAPFA， 
将 (6) 式 代 和 人 再 约 去 上 便 得 到 (5). 


: 洛 8 如 图 35-7, B 在 AC 上 ,Q 在 PR 上, PB /QC， 
AQ // BR. 求证 :AP // CR. 和 


解 我 们 只 需 证 明 
SOARCR 3 SAACR. (7) 


由 于 PB // QC ,所 以 Q RF 


35-7 
SAPca = SAare， 


SAPCR = SA 十 SAaR ee SABcQ 二 AQcR 
Ew 今 由 边 形 BCRQ: 
同 理 SAACR 一 SAABR 十 9ABCR = SABRQ 十 SABCR 一 SS 四边 形 HCRQ， 


所 以 (7) 及 结论 成 立 . 

从 上 述 诸 例 可 以 看 出 ,面积 与 平行 线段 关系 密切 . 

与 面积 有 关 的 问题 很 多 ,特别 是 求 一 个 图 形 的 面积 . 

加 卫 在 AABC 的 边 BC， CA, AB 上 分 别 取 A', B,C ,使 依 ; =4, SR = 
AC” 


CB = 连结 AA ，BB ，CC , 交 成 人 人 AB’C (如 图 35-8). 求 人 A”B’C” 的 面积 上 


AO 


人 ABC 的 面积 之 比 . 
解 过 A' 作 AB 的 平行 线 , 交 CC’ 于 DD， 


/ vv 点 襄 
由 a . 
则 DA =CBX$E 
说 ee 二 vy(1 十 4)， 
] 色 35-8 
所 以 AB” _ v(1+X) 图 
AA 1 二 vy 十 入 
SAABC _ Saagc 。SAAAC 
S AABC 总 AAAC S AABC 
ER 
上 
同 理 SABA A 


SA 1 十 十 席 ' 


2 sb dh 
所 以 Eu Ttvt TF 
(下 一 hw 


(8) 


Wr ry Ye pp py er 
四 边 形 ABCD 的 对 边 AB，, CD 相交 于 EE. 对 角 线 AC，BD 的 中 点 分 别 为 
M，N( 如 图 35-9). 证 明 Sew 一 Sapep. 


解 设 P, QQ 分 别 为 BC,AD 的 中 点 ,连结 PM, MQ, QN, NP, 则 QN // MP / 
AB, PN // MQ V CD. 所 以 四 边 形 PMQN 是 平行 四 边 形 . 


由 于 QN // AB, 所 以 Same Sate 一 广 Saano 一 二 Sammn， 人 
同 理 Samu = Sacau = 二 Sann。 2 
由 于 SAENM 一 9AFEva 十 SAEOV + SA 
= 才 (Sams 十 Sawp) 十 十 Snmav， (9) 六 全 一 一 
所 以 只 需 证 明 Sjmex = 方 (Sanwe 一 Sat) (10) Wo 


延长 PN,， MQ 分别 交 BA 于 R，S( 图 35-10). 平行 四 边 形 PMSR 的 底 PM = 
5AB, PM 上 的 高 ( 即 PM 与 AB 之 间 的 距离 ) 等 于 AABC 的 边 AB 上 的 高 的 1/2， 
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所 以 
Sopusk = 广 Samc， 
同 理 S INQSR 一 方 Samm， 


(11), (12) 相 减 即 得 (10). 将 (10) 代 入 (9) 中 即 得 结论 . 


图 35-10 
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C12) 


设 例 9 中 AD 与 BC 相交 于 F. 这 样 由 四 条 直线 AB, BC, CD, DA 组 成 的 图 形 称 


为 完全 四 边 形 ,线段 4AC，BD，EF 称 为 它 的 对 角 线 (图 35-11). 


下 面 的 例 10 是 例 9 的 直接 应 用 . 

证明 完 全 四 边 形 的 三 条 对 角 线 的 中 点 共 线 . 

解 由 上 例 SAENM 一 于 SpxgABcn. 
同 理 SAFMN 二 Swpaacp. 


设 NM 交 EF 于 工 . 由 于 


SAENM AFMN 9 
所 以 上 ,下 到 NM 的 距离 相等 ,从 而 二 是 对 角 线 EF 的 中 点 . 
直线 NM 称 为 完全 四 边 形 的 牛顿 线 . 
注 “习题 36 第 1 题 中 有 另 一 个 证 明 . 
三 角形 的 面积 人 与 其 他 的 量 之 间 有 很 多 关系 . 例如 
ss FtesinA ee Fasin i FabsinC, 
仿 = 二 Vs(s—a)(s—b)(s— ce) 


人 人 =n=n(s—a)=rn,(s—b) 一 六 (一 c)， 


(13) 


(14) 


(15) 


(16) 
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办. 二 全 < (17) 


C 
R 9 
其 中 4a, b,c 为 人 ABC 的 边 长 ,s 一 9，r, 民 分 别 为 内 切 圆 .外 接 圆 的 半径 ,7,， 
,7 为 三 个 旁 切 圆 的 半径 . 

[DW 在 锐角 三 角形 ABC 中 ,BE, CF 为 高 ,BM, CN 为 角 平 分 线 . 证 明 AABC 

的 内 心 工 在 线段 EF 上 的 充分 必要 条 件 是 外 心 O 在 MN 上 . 


eb - 
解 由 角 平分 线性 质 , AM = 一 ,AN 一 了 十 7 


又 OO 到 BC, AC, AB 的 距离 分 别 为 Rcos wa，Rcos B,，Rcos y， 
这 里 a, B, 7y 为 AABC 的 三 个 内 角 . 
OO 在 MN 上 


© SaANM 3 SAaANO 十 SAaoM 


© Sawc * MN » ME = Samo + Sorom 


二 


1 
全 (ze 。 民 cos a 十 


b+ ReosB+3c* Reosy). 本 


a 


二 
~ 
A 
二 


— i “ Rcosy 十 二 “和 * Reos B 
cosa = cos B+ cosy. (18) 
AFE = ccosa, AF = bcosa. 
I 在 EF 上 
SS SAAFE = 9AAFI 十 SanE 


RE pe 
OAnpc * AB aC 37 ccosa 十 了 7 pcos au 


人 Fr(a 十 0 十 c)coszu 一 Fr(b+ ecosa 


SO (4 十 0 十 c)cosa 王 上 十 <c. (19) 
因为 AC = AE 十 EC, 即 5 = cecosa 十 acosY. 

同 理 c= bcosatacosp. 

所 以 (19) 即 
1 在 EF 上 

(ab 二 ccosa = (ccosa 十 acos Y) 十 (pcosa 十 acos 有 ) 

© cosa = cos 有 十 cos 7 (20) 
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由 (18), (20) 得 
OO 在 MN 上 SI 在 EF 上 ， 


注 例 2 中 的 (2) 在 本 例 中 起 了 重要 的 作用 . 
二 设 凸 四 边 形 ABCD 的 边 长 为 a, 5, c,d, 对 角 和 为 2p, 证 明 : 


后 四 边 形 ABCD ry (s—a)(s—b)(s—ce)(s—ad) — abcd cos 9. 
其 中 s 一 4 


解 ”由 余弦 定理 
BD =a+d’—2adcos A=b++c— 2bccosC, 
所 以 (a +d —b—c)/2 = adcosA— bccosC. 
Bh 2 。 凡 由 动 形 ABCD = ad sin A 十 Asin C， 


(23)，(24) 分 别 平方 再 相 加 得 
4 Sb 形 ABcD 本 A +d 一 信 一 ea yy es adt + 六 e — 2abcd cos 20 


= (ad + re) 一 4abcd cos: 0， 
从 而 


Saacn 一 EC2ad + 2be)* — a? + ad —b— ec)?) — abcdeos’ 9 
一 人 一 & 儿 :一 DC 一 0 一 加 一动 cdcos gs. 


由 此 即 得 (22). 
(22) 有 很 多 应 用 . 例如 在 四 边 形 有 外 接 圆 时 ,面积 为 


VvV(s—a)(s—b)(s—c)(s—d). 
再 如 4 = 0 时 便 得 到 三 角形 的 面积 公式 (15). 


习 题 35 i 
1. 利用 例 3 的 推广 来 证 明 例 4. 
2. 四边形 ABCD 有 内 切 圆 ,证 明 : 


加 四 边 形 ABCD = abcd sin 9， 
其 中 a, bp， Cs d 为 边 长 ， Pp 二 (ZA CONE, 


(21) 


CL 


(23) 
(24) 
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3. 已 知 D, 上 是 AB 的 三 等 分 点 , 以 DE 为 直径 作 圆 ,C 为 图 上 任意 一 点 (图 35-13). 证 
明 : tana* tanB== 1/4. 


D {+ CC A 
,Af 人 
A H B B C F 
图 35-13 图 35-14 图 35-15 


4. 在 平行 四 边 形 ABCD 内 取 定 一 点 DO, 过 O 作 EF // AB, GH // BC, 分 别 交 各 边 于 
下, F,G, HH. 连结 BE, HD, 分 别 交 GH, EF 于 P,Q,. 如 果 OP = OQ， 证 明 四 边 形 
ABCD 为 鞭 形 (图 35-14)， 

5， 延长 四 边 形 ABCD 的 边 得 交点 已 , FF. 如 果 SApea 一 SAocr. 证 A_D 
明 BD 平分 AC 与 EF( 图 35-15). 

6. 梯形 ABCD 的 腰 AB，CD 的 中 点 分 别 为 M，N. 已 知 
9#WHABCD 一 2(AN 。 NB 十 CM 。MD). 证 明 :AB = CD = 
BC 十 AD (图 35-16). 

7. 点 M，N 分 别 在 AABC 的 边 AB，AC 上 ,并 且 SAwm 一 
Suaanacv. 证 明 ;(BM 十 MN 十 NC)/CAM 十 AN) 之 17/3. 图 35-16 

8. 将 凸 四 边 形 ABCD 的 边 AB，CD 分 为 mn 等 分 ,连结 对 应 的 分 
点 .再 将 边 AD，BC 分 为 n 等 分 ,连结 对 应 分 点 . 这 里 ,nn D 
都 是 大 于 1 的 奇数 , 求 中 间 那 个 四 边 形 的 面积 与 四 边 形 ”人 
ABCD 面积 的 比 ( 图 35-17). 


| 
bt 
O 〇 


图 35-17 
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所 谓 解 析 法 ,无 非 是 用 解析 几何 的 方法 来 解 题 . 有 人 以 为 几何 问题 化 为 代数 问题 后 
就 万 事 大 吉 , 剩 下 的 仅仅 是 计算 (或 验算 ). 殊不知 代数 问题 未 必 容 易 , 采 用 解析 法 就 必 
须 有 面 对 代 数 困难 的 准备 . 

来 用 解析 法 需要 注意 两 个 方面 (也 就 是 解析 法 的 主要 技巧 ): 

1. 尽 可 能 化 为 较 简单 的 代数 问题 . 为 此 , 需 利用 适当 的 几何 知识 ;选择 坐标 系 ; 采 
取 便 于 使 用 的 方程 形式 等 . 

2. 运用 各 种 代数 技巧 (如 巧妙 的 消 元 ,利用 行列 式 等 ) ,不 宜 一 味 死 算 . 


TI 在 ABC 的 边 AB 上 取 Bi, AC 上 取 C, 使 人 : 
ALC: Bi D \ 
二 A， WM yp 再 在 线段 B,C 上 取 Di, 使 方志 
m,n 都 是 正 实数 ). 延长 AD, 交 BC 于 了 D, 求 中 
B, 
解 本 题 以 采用 斜 坐标 为 好 (如 有 现成 的 直角 坐标 ,当然 用 ” si ” 


直角 坐标 ,可 惜 这 里 没有 ): 以 A 为 原点 ,AB，AC 分 别 作 为 工 ， 
y 轴 ,并 且 长 AB，AC 分 别 作 为 x, y 轴 上 的 单位 . 

在 斜 坐标 中 ,分 点 公式 、 直 线 方 程 的 各 种 形式 都 与 直角 坐标 相同 (只 是 与 直角 有 关 
的 法 线 式 ,不 能 直接 用 来 计算 点 到 该 直线 的 距离 ). 


现在 ,Bi 坐标 为 (0，0)，C 坐标 为 (0, ja) ,所 以 Di 坐标 为 (= 二 =， 一 冯 - ) , 直线 
AD, 的 方程 为 ee ER 本 人》 


点 B,C 的 坐标 分 别 为 (1, 0)，(0, 1) ,所 以 BC 上 的 点 D 的 坐标 为 ( 恕 ,B88), 从 


而 由 (1) 得 万 E 1 we 
注 ” 原点、 坐标 轴 \ 单 位 长 都 可 以 由 我 们 自己 选择 ,这 有 很 大 的 自由 度 , 切 勿 以 为 只 
有 一 个 固定 的 、 先 验 的 坐标 系 ,自己 束缚 自己 的 手足 . 
设 四 边 形 BCEF 的 边 BF ,CE 延长 后 相交 于 A ，BE, CF 相交 于 日 ,直线 
A 分 别 交 BC,， EF 于 D, P, 求 证 : 


oss sem 
DA DH DP: 


解 以 万 为 原点 ,DC 为 工 轴 ,DA 为 y 轴 ,建立 斜 坐标 . 设 B， Gi Hs Ps, A 的 坐标 


(2) 
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分 别 为 (6, 0)，(c,，0) ，(0, 及 ),，(0, p)，(0, a), 则 AC 方程 为 


ti (3) 
BE 方程 为 人 = 1, (4) 
CF 方程 为 rr = 1, (5) 
AB 方程 为 人 = (6) 


AC,， BE 都 过 EE 点 ,所 以 EE 的 坐标 适合 (3)，(4), 也 适合 (3) 十 (4), 即 


z( 二 十 十) 十 y( 垃 十 广 )=2. (7) 
(7) 是 一 次 方程 ,表示 直线 ,这 直线 过 bb 碟 。 
同 理 ,F 坐标 适合 (5),，(6) ,也 适合 (5) 十 (6), 即 (7). 所 以 直线 (7) 过 F. EF 的 方程 
就 是 (7). 
P 点 在 直线 EF 上 ,所 以 PP 点 坐标 适合 (7), 即 
p (二 + 元 ) 一 2. (8) 


a 


这 也 就 是 (2). 
注 1 例 2 是 射影 几何 中 的 一 个 基本 定理 ,(8) 可 以 改写 为 


Re (9) 


DH .DA 
Bh HP AP— 
(其 中 DH, HP, DA, AP 都 是 有 向 线段 , 即 AP 与 PA 大 小 相同 ,而 符号 相反 . AP = 
p 一 a; 而 PA ==a 一 p). (10) 的 左边 称 为 D, 吾 , P, A 四 点 的 复 比 . 满足 (10) 的 ( 即 复 比 
为 一 1 的 ) 四 个 点 D, 昌 , P, A 称 为 调和 点 列 . 
注 2 如 果 两 条 相交 直线 的 方程 为 


ar tobytc; = 0,1i1= 1,2, 入 


= (10) 


那么 
QI 十 2y 十 cl 十 人 GazZ 十 boy 十 cz) 王 0 ,湖村 
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时 ,(12) 表 示 azz 十 bzy 十 cs = 二 0). 上 面 的 (5) 十 (6) ,是 过 巨 的 直线 束 中 的 一 条 直线 . 它 
刚好 就 是 EF. 看 出 这 一 点 需要 一 点 眼力 . 

了 人 ABC 中 ,AD 是 高 ,HH 是 AD 上 任 一 点 ,BH, CH 分 别 交 AC, AB 于 EE， 
F, EF 交 AD 于 P. 过 PP 任 作 直线 ,分 别 交 AC, CF 于 M，N. 证 明 ， 

《ay ZEDA = ADE. 

(b) MDA = /ADN. 

解 ” 以 DD 为 原点 ,DC 为 x 轴 ,DA 为 y 轴 建 立 直角 坐标 . 设 
A,，B, C, HH 的 坐标 分 别 为 (0, a), (6, 0) ，(c, 0), (0, hh). AC 


方程 为 wr (13) 


BE 方程 为 之 站 二 二 1. (14) 


(13) 一 (14) 得 


EE 在 AC 上 ,也 在 BE 上 ,因而 在 AC，BE 所 成 直线 束 的 任 一 条 直线 上 . 特别 地 ， 
(15) 表 示 的 直线 过 E. 又 原点 D 显然 在 (15) 上 (因为 (15) 的 常数 项 为 0), 所 以 (15) 就 是 
直线 DE 的 方程 . 

同 理 , 直线 DF 的 方程 为 


RR > 
z(5 C 人 三 员 人 
(15), (16) 的 斜率 成 相反 数 , 所 以 (a) 成 立 . 
设 直线 MN 的 方程 为 y—p= Ar， (17) 
即 = (18) 
(13) 一 (18) 得 王 十 了 Nt (19) 


(19) 过 (13), (18) 的 交点 M, 又 过 原点 D( 因 为 没有 常数 项 ) ,所 以 一 次 方程 (19) 表 示 直 
线 DM. 


同 理 ,直线 DN 的 方程 是 
es (20) 
es 

由 例 2， p 四 > 下 力 ” 
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所 以 (19) 的 斜率 (志士 生 ) 夺 (二 一 二) 
与 (20) 的 斜率 (<+ 二 )= (二 一 于) 
成 相反 数 ,(b) 成 立 . 


注 为 了 获得 过 原点 的 直线 ,我 们 使 常数 项 为 0. 在 (13)，(18) 的 常数 项 都 是 1( 截 

距 式 ) 时 ,两 式 相 减 就 可 达到 这 一 目的 . 
”在 四 边 形 ABCD 中 , AB = AD, BC = CD. 过 AC, BD 的 交点 O 任 作 两 

条 直线 ,分 别 交 AD 于 EE, 交 BC 于 F, 交 AB 于 G, 交 CD 于 有 H.GF, EH 分 别 交 BD 于 
1, J .求证 ID = 0O7. 

解法 一 ”容易 知道 AC 是 BD 的 垂直 平分 线 . 因此 ,可 以 
建立 以 O 为 原点 ,直线 BD, AC 为 坐标 轴 的 直角 坐标 系 , 利 用 
解析 几何 来 解决 问题 . 

设 A, B,C, DD 的 坐标 分 别 为 (0、a)，(5，0)，(0，c)， 
(d, 0), 则 2 三 一 d 直线 AB 的 方程 为 


六 十 之 一 1 = 0. (21) 
b a 


图 36-4 


设 GH 的 方程 为 x 一 ky 二 0 (22) 


(在 GH 与 BD 重合 时 ,结论 显然 成 立 ,所 以 总 可 以 假定 GH 方程 为 (22) ), 则 过 G 的 直 
线 GF 应 为 


pe (23) 
同样 , 设 EF 的 方程 为 xr—hy=0, (24) 
则 过 下 的 直线 GF 应 为 

Sy (25) 


由 于 (23),(25) 为 同一 直线 ,所 以 4 = jy, 并 且 


~ 二 一 类 
C 
， -证人 


在 (23) 中 令 y = 0 即 得 工 的 横 坐 标 为 
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2 (二 +2) 5 
同样 ,1 的 横 坐标 为 六 一 (二 +1) ， 
i -ti 


注意 dg = 一 5b, 4 = 一 4 所 以 zi = 一 zj, 即 IO = 0J. 

我 们 将 GH 写成 (22) ,而 不 是 通常 的 y = 人 ,万 是 为 了 使 (23)，(25) 中 待定 的 参 
数 相等 ,省 去 许多 麻烦 . 此 外 ,注意 到 字母 的 对 称 性 ,J 的 横 坐 标 可 以 立即 写 出 (将 zi 中 
字母 2 与 da 与 c 互 换 ) ,不必 再 一 步 步 推 导 . 这 些 都 是 解析 几何 的 技巧 . 


解法 二 、 设 EH 的 方程 为 pe 这 = 1. (26) 
由 于 AD 的 方程 为 汪 一 1， (27) 
两 式 相 减 得 z( 二 一 二)+y( 关 一 二 )= 0 (28) 
这 就 是 OF 的 方程 ,因为 它 过 原点 O( 无 常数 项 ) ,也 过 (26) ,(27) 的 交点 五 . 

同样 OH 的 方程 为 z (二 一 广 )++y( 二 一 十 )= , (29) 

设 GF 的 方程 为 三 十 起 二 1]， (30) 

EF 


则 OG, OF 的 方程 分 别 为 


a (31) 


z( 二 一 却 )+y( 天 一 一 )= 0 (32) 


由 比 的 性 质 得 


从 而 g = 一 e, 即 IO = OJ. 
注 (i) 在 解法 二 中 ,如 果 EH 与 y 轴 平 行 , 则 六 这 一 项 应 当 略 去 . 这 时 ,EH 在 y 


轴 上 的 “ 截 距 ”"h = < ,而 二 = 0. GF 与 y 轴 平 行 时 也 作 同样 处 理 . 推导 依然 成 立 . 


(ii) 条 件 减 弱 为 AC 过 BD 的 中 点 (不 需要 AC | BD ) ,结论 依然 成 立 . 证 法 也 无 
须 太 大 变动 ,只 要 用 斜 坐标 代替 直角 坐标 . 

(iii) 本 例 可 称 为 筝 形 的 蝴蝶 定理 ,是 上 海 教育 出 版 社 叶 中 豪 先生 告诉 作者 的 . 

(iv) 仅 与 直线 (没有 圆 ) 有 关 的 问题 ,用 解析 几何 是 有 把 握 解 决 的 ,只 不 过 解法 有 
紧 简 之 分 . 上 面 采 用 的 直线 束 ( 解 法 一 ),( 解 法 二 中 的 ) 消 去 法 (消去 常数 项 得 到 OFE， 
OF,， OH, OG 的 方程 ;消去 zx，y 得 到 比例 式 ;最 后 消去 参数 hh，f 得 出 结论 ) 都 是 解析 
法 中 惯用 的 技巧 . 

书信 ABC 中 ,O 为 外 心 ,三 条 高 AD, BE, CF 交 于 点 五 .DER 交 AB 的 延长 线 
于 M, DF 交 AC 的 延长 线 于 N. 求 证， 

(a) OB | DF. 

(b) OC | DEFE. 

(c) OH | MN (2001 年 全 国 高 中 联赛 加 试 第 
一 题 ). 

1 


解 人 OBC = OCB = 5(180 — LBOC) 


一 90 一 BAC 
— 90 一 /FDB(E, 2); CN A 四 点 共 圆 ) 


所 以 (a) 成 立 . 同样 ,(b) 成 立 . 

(a)，(b) 容 易 ,(c) 较 难 , 可 用 解析 法 . 

以 D 为 原点 , DC， DA 汐 .25 ~ 轴 , 建立 直角 坐标 
系 . 设 A,， B,C, H 坐标 分 别 为 (0, a), (6, 0),(c, 0)， 
(0, h). 


BE 方程 为 i 一 1， (33) 


2 


AC 方程 为 中 一 江 . (34) 
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因为 这 两 条 直线 互相 垂直 ,所 以 ” 产 十 产 一 0， 
即 tc =— ah. C39) 
g .a 
(33) 一 (34) 得 DE 方程 | (36) 
AB 方程 是 人 = 1. (37) 
3 Fs i 
(36) 一 2 X (37) 得 -1 Gd (38) 
利用 (35) 去 分 母 ,上 式 即 x(65 十 0) 十 ya 一 3h) 十 2ah = 0. (39) 


(39) 过 AB, DE 的 交点 M. 
由 于 (39) 关 于 5, c 对 称 , 它 也 过 N. 因此 (39) 就 是 直线 MN 的 方 程 . 


O 的 横 坐 标 为 六 (6 十 6). 设 O 的 纵 坐 标 为 y, 则 由 OA = OB 得 


yy 十 (与 :) 二 ( 疆 <) (Ya, 


2 2 

从 而 y 三 全 元 多. (40) 

利用 (35) 得 y= 34. | (41) 

因此 ,HO 的 方向 是 (和 5, “二 将 )， (42) 
正好 与 直线 MN 垂直 . 


注 ”Qi) 由 几何 知识 (参见 第 31 讲 例 2 注 ) 可 以 直接 得 到 (41). 

(iD) 导出 MN 的 方程 (38) ,是 本 题 的 关键 . (36) ，(37) 的 线性 组 合 都 是 过 DE, AB 
交点 MM 的 直线 ,但 只 有 (38) 才 是 关于 5,c 对 称 的 表达 式 , 所 以 其 他 的 组 合 都 不 表示 直 
线 MN , 唯 独 (38) 表 示 直 线 MN. 

男 一 方面 ,也 可 以 先 求 出 OF 的 方向 ,从 而 预先 知道 MN 的 方程 中 ,x, y 的 系数 即 
b 十 c， a 一 3h( 或 同时 乘 一 个 常数 ). 

天 已 知 AABC, 对 任 一 点 T, 自 工 到 BC，C4A, AB 作 垂 线 , 垂 足 分 别 为 T,， 
人 
(a) 证 明 当 且 仅 当 AABC 是 正三 角形 时 ， 


AL 十 有 8 十 GD 一 TAITB 二 ReC (43) 
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对 任 一 点 工 均 成 立 . 

(b) 证 明 在 AABC 不 是 正三 角形 时 ,满足 (43) 的 点 工 的 轨 
迹 是 直线 OF ,其 中 O, 工分 别 为 AABC 的 外 心 内心. 

在 (43) 中 ,AT. 等 均 为 有 向 线段 , 即 约 定 工 在 射线 AB 上 
时 ,AT. 为 正 ;T. 在 BA 延长 线 上 时 ,AT. 为 负 等 . 

解 ” 建 立 直 角 坐 标 系 .已 知 点 A，B, C 的 坐标 均 为 已 知 , 边 
的 方程 也 均 为 已 知 . 设 工 的 坐标 为 C(zr，yr). 直线 TT, 的 斜率 乘 “we 
直线 BC 的 斜率 等 于 一 1, 因 而 是 已 知 的 (与 xr，yr 无 关 ). 将 直 
线 TT, 的 方程 写成 法 线 式 ,再 以 B 的 坐标 代替 其 中 的 x，y, 便 得 到 BT., 它 是 xr， yr 
的 一 次 式 ， 

同 理 AT., CT 也 都 是 z7T，yr 的 一 次 式 . 因 此 和 AT. 十 BT .十 CT 是 zr，yT 的 一 
次 式 


Pe (44) 


其 中 G， 有 ， ”是 常数 (与 TT» YT 无 关 ). 我 们 允许 a 一 有 一 0， 即 这 里 TTS\YT 的 “一 次 式 ”， 
包括 不 出 现 zr，yr 的 常数 . 


(43) 即 指 一 次 式 (44) 的 值 arr 十 Byr 十 7 = AT, 十 BT, 十 CT; = 六 (AT 六 


CT 二 不 下 于 下海 寺 友 5 二 广 (& 十 0 十 c) i (45) 


如 果 人 ABC 是 正三 角形 ,那么 A 点 .B 点 .C 点 显然 都 满足 (45), 即 设 A, B，C 坐 
标 为 


(Xi» Yi), 1 = 1,2,3 (46) 

则 azi 十 及 ;十 7 三 5. (47) 
于 是 ,对 直线 BC 上 任 一 点 卫 , 它 的 坐标 可 写 为 

(pr curs, py2 十 vys)，A 十 vv 三 1. (48) 


我 们 有 
a(pr2 十 rs) 十 BCGys 十 zys) 十 7 
= parz 十 房 : 十 7X) 十 azrs 十 反 : 十 7) 
= 十 


即 直线 BC 上 任 一 点 PP 满足 (45). 


对 平面 ABC 上 任 一 点 工 , 设 直线 AT 交 BC 于 P, 则 由 于 A, 已 满足 (45), 用 上 面 
的 方法 ,AP 上 任 一 点 工 满足 (45). 
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反之 , 设 平面 ABC 上 任 一 点 工 满 足 (45), 则 取 工 为 A, 有 


BD+CA =;, (49) 
其 中 为 A 在 BC 上 的 射影 . 

又 取 T 为 DD, 有 BD+CE+AF =;, (50) 
其 中 EE, FF 为 D 在 AC, AB 上 的 射影 . 

由 (49)，(50) 得 EA = AF. (51) 


从 而 高 AD 也 是 BAC 的 平分 线 , AB = AC. 

同 理 AB = BC. 人 AABC 是 正三 角形 . 

在 人 ABC 不 是 正三 角形 时 ,0 与 1 不 重合 ,而 0 与 1 显然 满足 (45), 所 以 直线 OI 
上 的 每 一 点 均 满足 (45) (理由 同 前 ). 而 直线 OI 外 的 任 一 点 PP 不 满足 (45) ,否则 由 〇 、 
1、P 均 满足 (45), 导 出 任 一 点 钧 满足 (45), 八 ABC 为 正三 角形 . 

因此 ,满足 (43) 的 点 工 的 轨迹 是 直线 OI. 

注 〈iD) 对 任 一 点 T, AT VBC, BTVWCA, CTVAB 不 可 能 全 成 立 .所 以 上 面 我 
们 假定 AT 与 BC 相交 . 

(ii) 在 已 知 三 个 不 共 线 的 点 (zi， yi), i 二 1, 2, 3 时 ,平面 上 任 一 点 本 的 坐标 可 
写成 

(Azri 二 przs 二 us Ayi 十 jyz 十 ww3),，A 十 1 十 y= 二 1， (52) 


于 是 可 由 (47) 直 接 推 出 工 满足 (45) ,不 必 经 过 点 己 的 中 介 . 

与 圆 有 关 的 问题 ,用 解析 几何 往往 涉及 较 多 的 计算 ,代数 的 困难 不 易 克 服 ,所 以 在 
这 样 的 场合 ,宁愿 采用 纯 几 何 的 证 明 . 当然 ,也 有 一 些 问 题 ,采用 解析 几何 比较 简单 . 请 
参见 (解析 几何 的 技巧 )( 单 增 著 ,中 国 科 学 技术 大 学 出 版 社 2001 年 出 版 ). 

轨迹 问题 ,常常 用 解析 法 处 理 . 纯粹 的 几何 方法 难以 研究 直线 与 圆 以 外 的 曲线 , 即 
使 轨迹 为 直线 与 圆 , 用 解析 法 探讨 也 更 为 简单 直接 ,不 需要 太 多 的 思考 . 

与 椭圆 、 双 曲线 .抛物线 有 关 的 问题 ,解析 法 是 首先 的 方法 (当然 ,也 可 以 用 纯 几 何 
的 方法 处 理 . 请 参见 《圆锥 曲线 的 几何 性 质 》, 科 克 肖 特等 
著 , 蒋 声 译 ,上 海 教 育 出 版 社 2002 年 出 版 ). 

喇 ”如 图 , A, D 分 别 为 线段 EF，BC 的 中 点 ， 

EDGS= EDF =.ay BAE = EAC = 求证 ， 

(a) DE + DF = AB+AC. 

(b) B, E, C, 下 共 圆 . 

解 设 AB 十 AC =2a, BC = 2c, 则 A 在 以 B,C 为 焦 
点 ,2a 为 长 轴 的 椭圆 上 . 

以 也 为 原点 ,DC 为 工 轴 , 建 立 直角 坐标 系 . 上 述 椭圆 
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的 方程 为 殷 十 点 一 1， (53) 


其 中 5 二 Va 一 c. 
设 DF, DE 的 长 为 p1, pz, 则 下 , 巨 的 坐标 为 


(picosa, pisina), (pcosa, — psin a). 


因为 A 是 EF 的 中 点 ,A 的 坐标 是 
za 二 地 (pi 十 pz)cosa, (54) 
_ 
NA 一 Fp — pp)sina. (55) 


由 于 BAE = EAC, EF 是 椭圆 (53) 的 法 线 , 与 切线 


Ee | (56) 
垂直 , 即 (om 十 po)sina* 淮 一 (o 一 pz)cosa， 认 . (57) 
2 -rc 2 
将 (54)，(55) 代 入 得 人 革 2 (58) 
S 学 yA 
又 由 (54), (55) 得 i Te =— 1 {59) 
es) ls 
由 (58)，(59)，(53) 得 前 十 高 三 :26， (60) 
和 一 os = 2b. (61) 


(60) 即 (a). 由 (60)，(61) 得 
ape 一 (aa 十 b)(a 一 0 一 入 一 久 一 cc (62) 


延长 ED 到 已 ,使 DE = DE = jp, 则 由 上 式 ,B, EF’, C, 下 四 点 共 圆 .这 圆 以 BC 
的 垂直 平分 线 为 对 称 轴 . E 与 关于 这 条 直线 对 称 ,所 以 玉 也 在 这 个 圆 上 . 

注 本 是 是 上 海 钟 建国 老师 告诉 作者 的 

而 卫 A 为 椭圆 忆 十 总 二 1 上 一 个 定点 .过 人 A 任 作 两 条 互相 垂直 的 弦 AB, AC. 
证 明 直 线 BC 通过 一 个 定点 . 

解 、 这 里 的 椭圆 可 改 为 一 般 的 二 次 曲线 (在 椭圆 为 圆 时 ,这 个 定点 显然 就 是 圆心 ). 

为 了 解决 这 个 问题 ,我 们 改 以 A 为 原点 . 设 过 A 的 已 知 曲线 方程 为 
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ar 十 &ry 十 cy 十 dr 十 ey = 0， (63) 
其 中 4,5 并 不 是 原来 的 a, 5b( 可 换 成 其 他 字母 ). 
(63) 过 原点 A, 所 以 没有 常数 项 . 
设 直线 BC 的 方程 为 mz++ny=1. (64) 
则 过 B,C 两 点 的 直线 AB, AC 的 方程 是 
ar 十 pry 十 cy 十 (dz 十 ey)(Omzr 十 My) 一 0 (65) 
((《65) 的 左边 是 z，y 的 二 次 齐 次 式 , 所 以 它 表 示 两 条 过 原点 A 的 直线 . 而 B,C 的 坐标 


均 适 合 (65) ,所 以 (65) 表 示 AB, AC). 因为 AB, AC 互相 垂直 ,所 以 (65) 作 为 之 的 方 
程 , 两 根 之 积 为 一 1, 即 


(a+dm) 二 (c++en) 一 0， (66) 
整理 为 (二 和)+z( 二 <)= 上 (67) 
比较 (64) 与 (67) ,可 见 直线 BC 经 过 定点 
一 证 一 
E ed (68) 


注 在 a 十 c 二 0, 即 二 次 曲线 为 等 轴 双 曲线 时 ,这 个 “定点 ”为 无 穷 远 点 , 即 本 题 结 
论 应 认为 直线 BC 平行 于 一 条 固定 直线 


er 一 dy 一 0. (69) 


当归 36 


1. 四 边 形 ABCD 的 对 边 AB, CD 相交 于 天 ,AD 与 BC 相交 于 下 . AC, BD, EF 的 中 
点 分 别 为 L，M，N. 证 明 L, M,N 共 线 (完全 四 边 形 的 牛顿 线 ). 

2. 动 点 M 满足 条 件 m，。MB? 一 n，。IMC? = 定 值 上 ,其 中 B,C 为 定点 ,m,n 为 给 定 实 
数 . 求 M 的 轨迹 . 

3. 等 腰 梯 形 ABCD 中 ,对 角 线 相交 于 O, AOB = 60", P, Q, R 分 别 为 OA , 腰 BC， 
OD 的 中 点 .求证 人 人 PQR 是 等 边 三 角形 . 

4. 在 矩形 ABCD 中 ,点 M,N 分 别 为 AD，BC 的 中 点 ,PP 在 直线 CD 上 ,PM 交 AC 于 
Q. 求证 AQNM 与 MNP 相等 或 互补 . 

5. PP 为 八 ABC 内 一 点 .PP 到 三 边 距 离 之 和 为 s, (a) 求 ( 并 作出 ) 到 三 边 距 离 之 和 为 》 


10. 
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的 点 的 轨迹 . (b) 设 点 Ai，A; 在 BC 上 ,Bl, Bs 在 CA 上 ,C1, Cs 在 AB 上 ,并 且 
AlAs = BiB: = CiCs. G1,G; 分 别 为 人 A1iBiC1, 人 AsBsC; 的 重心 . 证明 G1G, 与 
(a) 中 的 轨迹 平行 . 


四边形 ABDC 内 接 于 圆 , DB = DC. DO 为 AD 上 一 定点 ,CO 交 AB 于 已 ，BO 交 


AC 于 F, DF 交 CE 于 N, DE 交 BF 于 M. 如 果 4 有 ,求全 ME. 


CN 二 定 值 x. 证明 八 LIMN 的 面积 为 FsinA tsin B+ sin Ot 
其 中 尺 , rr 分别 为 八 ABC 的 外 接 圆 与 内 切 圆 半径 . 


. AABC 的 重心 为 五 ,在 直线 AH，BH, CH 上 分 别 取 Al 和 As;, Bl 和 B,,C， 和 


Cz, 使 AAl = BB = 0C1= zx, AA; = BB; = 0C,= x 天 Zi, 证明 Saaac 一 
=A4eBcs 的 充分 必要 条 件 是 Zi 十 zz 二 2R, R 为 八 ABC 的 外 接 国 半 径 . 


. 符号 同上 题 . 如 果 Al， B,， CO 共 线 ,A,， B,,， C» 共 线 ,证 明 这 两 条 直线 的 交点 是 


人 ABC 的 内 心 并 且 AlB， | A,B,. 
已 知 过 点 (0, 1) 的 直线 1 与 曲线 C; y =z 十 二 (Z 之 0) 交 于 两 个 不 同 点 M 和 N. 
求 曲 线 C 在 点 M，N 处 的 切线 的 交点 轨迹 (2007 年 全 国 高 中 联赛 试题 ). 
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第 37 讲 向 量 (一 ) 


在 本 书 第 一 版 中 ,笔者 曾 说 过 希望 将 癌 量 引入 中 学 教材 . 现在 ,这 件 事情 已 经 基本 
实现 . 

n 元 实数 组 (a1，as，…, a,) 称 为 n 维 向 量 . 特别 地 ,二 维 向 量 称 为 平面 向 量 . 

向 量 可 以 做 加 法 与 减法 : 


(0s Co Tg 2 i b,， a. b,) 


二 (al 士 负 ， az 士 bz， Sn Wi) (1) 
数 可 以 与 向 量 相 乘 : 设 & 为 实数 , 则 
kX (ail, Cd29 "yg 2 ) = (kais ka,,， kt: ka, ). C2) 


向 量 与 向 量 可 以 相 乘 , 而且 有 不 同 的 乘法 . 一 种 乘法 称 为 内 积 或 数量 积 , 即 
(drs Ur»» ”9 a,) , (bi, b»， A 浊 pb,) 
= Q121 十 azps 十 … 十 CD，。 (C3) 
(3) 中 的 乘 号 ,约定 用 ”。 ”表示 ,不 能 写成 “X”. 写成 “X” 的 是 男 一 种 乘法 ,将 在 下 
一 节 说 到 . 
(al，Qz，… Qnr)。(Qal，Q2，…，an) 
二 Gf 十 怪 十 “十 as (4) 
是 向 量 (al1，az，…， a ) 的 平方 ,显然 是 非 负 实数 . 
向 量 也 可 以 用 一 个 字母 来 表示 ,如 记 


0 = (ail, U2 *"", es BP= (bi, Dz，…， [下 (5) 
V@ =Val 二 2 十 … 十 a (6) 


称 为 a 的 模 , 记 为 |a|, 它 是 数 的 绝对 值 的 推广 . 由 柯 西 不 等 式 ， 
lal:|1pl=Vai 十 2 十 …arVbi 十 机 十 … 十 可 


= a 十 azb» 十 … 十 ap 一 C pb, 72 

所 以 a (8) 
Ileal.|p| 

即 有 0 三 9 二 2x, 满足 a*B=|lal.|p| coso. (9) 

又 不 难 证 明 la+tp|<| a | 十 | pl|. (10) 


在 二 维 (三 维 ) 的 情况 ,可 以 建立 直角 坐标 系 . 每 一 个 点 可 以 用 它 的 坐标 表示 . 如 果 
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点 A 的 坐标 为 (a, 5) ,原点 为 O, 那 么 向 量 (a, 5) 可 记 为 OA 或 4, 其 至 在 不 致 混淆 时 , 简 
记 为 A. 


向 量 (a, 5) 的 模 就 是 OA 的 长 ,而 向 量 OA 二 a, OB=p 的 夹 角 就 是 (9) 中 的 4. 
复数 a 十 抽 也 可 以 看 成 二 维 向 量 . 但 复数 的 乘法 与 上 面向 量 的 数量 积 不 同 . 
设 Al(a, 5),B(c, qd) 是 坐标 平面 内 两 个 点 , 则 向 量 


B= CB (11) 
如 果 点 口 在 直线 AB 上 ,并且 


并 且 4 十 y= 二 1, 那 么 D = A+B. (13) 


(13) 称 为 定 比 分 点 公式 ,有 很 多 应 用 . 请 注意 (13) 中 4 的 系数 是 (12) 中 的 分 母 而 不 是 


如 果 已 知 A,，B, C 三 点 不 共 线 ,那么 平面 上 任 一 点 P, 可 以 写成 
P= AM+pB+w, (14) 


其 中 4, yj, v 为 实数 ,满足 和 十 六 十 一 1. (15) 
这 一 点 在 上 一 讲 例 6 的 注 2 已 经 说 过 . 


向量 4, B 平行 或 重合 的 充分 必要 条 件 是 


4 一 妇 , ER. (16) 
向 量 A, B 垂直 的 充分 必要 条 件 是 

对 二 (17) 
在 PB 为 单位 向 量 时 ， a*P=|a| cosb (18) 


是 @ 在 方向 (B 所 在 射线 ) 上 的 射影 . 


回 量 运算 的 一 些 基 本 性 质 , 在 教科 书 已 有 ,这 里 不 再 一 一 袭 述 . 
xi 设 OO 在 AABC 内 部 , 且 有 


ACB 直 0C = (19) 


则 A 人 ABC 的 面积 与 人 AOC 的 面积 的 比 为 ( ) 


(A) 2 (B) 3 (C) 3 (D) 加 


(2004 年 全 国 高 中 联赛 试题 ) 


解 ” 如 图 37-1, 延 长 OC 到 DD ,使 OD = 3OC. 完成 平行 四 边 形 OAED, 则 
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CE =0A430C=-208 


所 以 巨 在 BO 的 延长 线 上 ,并 且 A 
[一 本 or 


设 AD 交 OE 于 下 , AC 交 OF 于 G, 又 设 CD 中 点 


为 H. 连 FH, 则 FF 为 AD 中 点 , FH // AC. 从 而 G 为 证 
OF 中 点 ， 
a i dpe 
OG = 7 OF = 2 BO = 3 Boe, 
SAABC : SAaoc = BG : OG = 3. 
应 选 (C). 
以 上 解法 中 规 中 和 矩 ,但 我 们 希望 有 更 一 般 的 方法 与 更 一 般 的 结论 . 
设 坐 标 原点 O 满足 
A0A +uOB +vOC = 0， (20) 
其 中 4, 1,v 的 和 可 设 为 “RO 即 化 成 和 为 1 的 情况 ). 
向 量 a 
的 端点 D, 根 据 分 点 公式 ,应 当 在 直线 BC 上 . 
另 一 方面 ,由 OD = 二 4 0A， 
A 十， 
所 以 D 也 在 直线 OA 
因此 ,D 就 是 OA 与 BC 的 交点 ,从 而 
SAogc : SAaBc = OOD: AD 
2 A 
eg ee A (21) 
同 理 SAaoca : Snapc 一 ML (22) 
Sa0AB : Saagpc = v. C23 
| 六 2 网 委 
竺 别 地 ,在 例 1 中 ， Sawe i sad 一 站 2 二 
在 上 面 的 推导 中 ,4, yy, v 可 正 可 负 ( 当 然 也 可 以 是 0) ,而 所 有 面积 都 是 有 向 面积 . 
设 点 了 满足 
Sappc _ ， Sara _ ApPaB _ 
Sal 二 A， 号 xc = 9 nd J， (24 ) 


110 


第 37 讲 向 量 (一 ) 


则 王 一 )4 十 /加 十 vC. (25) 
(4, ps 2) 称 为 己 点 的 重心 坐标 ,也 称 为 面积 坐标 ,它们 满足 (15) , 值 可 正 可 负 . 
如 果 设 AABC 的 高 为 h。, hs,, h,, PP 到 三 边 的 距离 为 d,，, d,，, d.， 则 


a We rd 

ee (26) 
当 己 与 A 在 BC 同 侧 时 ,4 为 正 ;P 与 4 在 BC 异 侧 时 ,4 为 负 . yx, 类 似 . 
和 人 ABC 称 为 坐标 三 角形 ,三 个 顶点 的 重心 坐标 分 别 为 (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0， 


0， 1) ,重心 G 的 坐标 为 (二 ， 这 
重心 坐标 由 于 有 (15) 的 限制 ,仍然 是 二 维 向 量 . 重心 坐标 的 优点 是 关于 A, B,C 
对 称 . 
设 AP 交 BC 于 DD, 则 
D = ee C2 


设 BC 外 别 是 复 对 xz0 一 三 , wi 二 去 十 Bi， zs 二 1 十 ci 对 应 的 不 共 线 的 
三 点 (a， b,c 都 是 实数 ). 证 明 : 曲 线 z= zoCOs' t+2zicos’t» sin?t+zosintt (GE R) 与 
全 ABC 中 平行 于 AC 的 中 位 线 只 有 一 个 公共 点 ,并 求 出 此 点 . (2003 年 全 国 高 中 联赛 
试题 ) 
解 ” 首 先 注意 可 限定 0 过 :过 工 . 因为 
cos t 十 2cos:tsin2t 十 sin4l = 1, (28) 


所 以 (cos't，2costsin?t，sinz) 就 是 点 z 关于 点 A(z)，B(Cz )， CCxzz) 的 重心 坐标 . 
特别 地 ,点 xz 到 AcC 的 距离 等 于 


BD X 2cos’tsin’t, (29) 
其 中 BD 是 高 , 即 (25) 中 的 几 . 
2cos’tsin?t = sin’21, 
当 且 仅 当 上 一 玉 (30) 


时 ,上 式 的 值 是 亏 , 所 以 所 述 曲线 与 平行 于 AC 的 中 位 线 只 有 一 个 公共 点 ,这 点 是 


TT Tn * TT . J 
zo COS! 十 2zicos: 4 sin 十 zzSsint 全 
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一 六 (zo 十 2zl 十 zz) 


i 
a ge 


PA: 十 PB?: 十 PC: = 3PG’ 十 计 (a* 十 所 十 人?) 
解 ” 以 G 为 原点 , 则 A+B+C=0， 
PA: 一 (4 一 有 :一 4 十 严 一 24。P， 
PB: 一 及 十 严 一 2B 。 书 ， 
PO =C+P—2C°P,. 
(33) 十 (34) 十 (35) 并 注意 到 (32) 得 


PA: 十 PB: 十 PC: = 3P 二 A 十 BI 十 C 一 2(4 十 B 十 0O)*P 


= 3 严 十 太 十 下 十 C 
\ 2 i 2 2 Fe 
由 中 线 公式 A? = GA? 一 ($m) 三 训 (28 十 2c 一 a?)， 
所 以 和! 十 BP 十 C? 一 讲 (a? 十 妨 十 2). 
从 而 (31) 成 立 . 
DJ 设 1 为 人 ABC 的 内 心 ,证 明 
十 本 十 cC 
0 


(b)a*. 1A’:*+b. IB’:+c. IC’* = akc. 


3 国 设 AABC 的 边 长 为 a, 6, c,G 为 重心 ,P 为 任 一 点 . 证 明 : 


(31) 


(32) 
(33) 
(34) 
(35) 


(36) 


(37) 


(38) 


解 (a) 设 内 切 圆 半径 为 r-, BC 边 上 的 高 为 h。, 则 产 一 Z 人 入， 人 为 人 ABC 的 面积 


所 以 了 的 重心 从 标 为 (二 二， 二 名 十- 
(b) 以 了 为 原点 , 则 ah B+ =0, 
两 边 平方 得 DaA’+22 B.C=0. 
因为 az =(B—O0’=B+C—2B.C, 
所 以 2B.C=B+C—a’. 


I 
十 5b 十 c a ee (a) 成 立 . 


(39) 


(40) 
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代 和 人 (39) 得 > (az 十 屿 十 ac)42 一 apc(a 十 D 十 c). 
约 去 a 十 2 十 c 即 得 结果 . 
注 由 三 角 亦 可 推出 
a IA =a.—H An = 4R’cot A = 4Rr(s—a), 
sin? 全 
2 
所 以 Za IA? = 4Rr 2)(s—a) = 4Rrs = 4RA = abc. 


中 和 设 DD 为 三 棱锥 S-ABC 的 底面 内 一 点 .过 A 作 SD 的 平行 线 交 平面 SBC 于 
Al. 类 似 地 得 到 B, ,Ci. 证 明 三 棱锥 D-A, BC 的 体积 是 S-ABC 的 3 倍 . 

解 ”以 S 为 原点 . 设 D 关 于 八 ABC 的 重心 坐标 为 (4， 
pk，v). 又 设 AD 交 BC 于 E, 则 DE = 和 AE. 


Al 是 AAi 与 SE 的 交点 ,所 以 


a 
4 一 4 1 (41) 
关于 B,C 亦 有 类 似 的 结果 . 
设 SD 交 面 A1BiC! 于 Di. 过 EE 作 SD 的 平行 线 交 
BiC 于 五 .因为 AAA DD // EE'1, 所 以 
DE _DE_ 
AE! AE 
类 似 地 ,定义 点 上， Cr， F,， G1( 如 图 所 示 ), 亦 有 相应 的 
结果 . 从 而 Di 对 于 和信 AlB1iC, 的 重心 坐标 也 为 (4， 4，v). 并且 


A. (42) 


Di = 2Mi= 2)(04 一 D) 一 D 一 3D = 一 2D， (43) 
即 SSD! 一 2。DS. (44) 
从 而 WR Vesnac,. (45) 


如 果 过 Di 作 一 个 平面 与 面 ABC 平行 , 截 直线 SA ，SB, ，SC 于 A,，B;，C; , 那 
么 由 (44) 得 
VS_A BC > 2V s_aBc 9 (46) 


但 VesaBic: = Vesa nc, (47) 
事实 上 ,如 果 过 S 也 作 一 平面 与 面 ABC 平行 , 截 AAl, BBi, CC 于 L, M,N, 那 
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么 三 棱柱 LMN-A; B,Cz 的 体积 是 棱锥 S-A。B;C; 的 3 倍 . 这 个 三 棱柱 的 体积 是 


hScamsw 一 广大 'X SDi， (48) 
其 中 是 CC 与 平面 AA1B1B 的 距离 ,h' 是 AA' 与 BB 之 间 的 距离 .所 以 在 面 
AsB,C; 绕 Di 转动 (相应 地 面 LMN 保持 与 它 平行 ) 时 ,三 棱柱 的 体积 不 变 , 从 而 (47) 
成 立 . 
因此 ,由 (45),(47) ,结论 成 立 . 
本 题 虽 是 立体 的 体积 问题 ,主要 部 分 仍 是 平面 向 量 ,特别 是 重心 坐标 . 比 平面 几何 
所 多 的 只 是 平行 于 SD( 即 平行 于 棱 ) 的 向 量 . 
在 几何 不 等 式 中 ， 和 
二 实 数 x1 ，xs，,…，xz,(n 宇 2) 满足 


A=| zx: | 天 0 (49) 
i 二 1 
B= max | 一 咎 | 闫 以 (50) 
i<jen 


求证 :对 所 有 问 量 ai， O72" , On 存在 ] 5 部 mo 潭 的 排列 &， R2，…， k, ,使 


AB 
D3ER3 >aATB max| ol. (51) 


(2007 年 中 国 国家 集训 队 选 拔 试题 ,由 朱 华 伟 提 供 ) 
解 先 考 虑 Qly Q2， “**» Qn 为 实数 (一 维 向 量 ) 的 情况 . 
不 妨 设 a, 2 ei 2 i 之 aa 4 并 且 


am = max | w |， 


又 不 妨 设 i a SY Sis 
并 且 A (52) 
这 时 1 (53) 
令 M = max | > | ， 

+ 一 ] 


其 中 最 大 是 对 所 有 1，2，…, nn 的 排列 ,ks，…,k, 而 取 的 . 


又 今 Bb 一 2 十 Zi0i TF m20s Tt ni 
Pp = XI1Qn 2 十 zaz 十 i 十 3x，l 9 


一] 
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M 之 去 (|B 1+) 宇 广 1B 一 BB | 
(54) 


则 
到 本 
一 (Za 一)(a 一 al) = 


下 


如 果 a 过 0, 那么 立即 就 有 
B AB 
M>75% 之 AFE" 


如 果 wm 二 0, 那么 所 有 a 二 0. 设立 二 0 二 zy 则 
M 二 Bb 一 TnQn 中 中 oe 十 Zial 


/一 1 型 
> 2 xiast 2 rian 
1 一 ] i 二 hh 
由 (54), (55) 消 去 ai 得 
(前 + M2 0a) +a 一 av， 
， AB 
所 以 AM 之 7A Be™ 
对 于 问 量 Ql» O22, Ons 设 
| ar | 学 | | or Js 
**, OQ * On 有 下 2 二 的 排列 &, ， 


根据 上 面 所 证 ,对 于 实数 gl 。a,，az 。，a， 
(56) 


R2z， 0 &R, ,使 
3 AB 2 
| A On Fs 2A + Bo": 


(56) 的 左边 =| (gq) 。 om | 二 | >zsas |:|a, 1, 所 以 约 去 la | 得 


BE， 
9 r) 


F. W. Levi 证 明了 下 面 的 定理 : 
设 aj(i = 1] ， 2 "ys p; 7 1 全 tn 7r)， b; (i 一 1s 3 "*», 0; 站 = 一 13 2 


为 给 定 实数 . 如 果 不 等 式 
> Daow, C3 | Dy bow, | 
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对 所 有 实数 vi ，v; ，…,v, 均 成 立 ,那么 它 对 于 浆 维 向 量 wm， vy，…,v, 也 成 立 . 
4 一 1] 的 情况 可 以 用 例 6 的 方法 证 明 . 一 般 的 情况 需要 利用 积分 证 明 . 
复数 解 几何 题 在 第 16 讲 已 经 说 过 ,这 里 结合 本 讲 内 容 再 举 一 例 . 
i 在 AABC 的 边 AB 上 向 外 作 八 ABF, 人 人 ABF==90". 再 在 边 AC 上 向 外 作 
俯 ACEA 人 ABF. 证 明 BE,CF 与 BC 边 上 的 高 A 三 线 


共 点 . y 
解 ” 当 然 以 直线 BC 为 实 轴 ,A 互 为 虚 轴 . 
设 A, B,C 的 复数 表示 分 别 为 ai, 6, c, 这 里 a, b,c 
都 是 实数 . E 
BA 可 用 复数 ai 一 6 表示 ,BE 可 用 复数 (ai 一 b)ip 表示 ， 加 - 
其 中 o 为 一 个 实 常数 ,表示 比值 | 有 | 于 是 下 可 用 复数 表 
示 为 
b+ (ai—bip= (b—ao)— boi. (57) 
CF 上 任 一 点 可 表示 为 ”A((b 一 ap) 一 bpi) 十 pe， (58) 
其 中 24,p 为 实数 ,并 且 1 十 双 一 1. (59) 
CF 与 AH 的 交点 ,满足 ”A(b 一 ap) 十 jx 一 0. (60) 
由 (59)，(60) 消 去 y, 解 得 
区 
i (61) 
所 以 交点 的 复数 表示 为 
7 Acol 
MBpil = 一 (62) 
同样 可 得 王 点 复数 表示 为 
5 一 Lal 一 C)p 一 《cc 十 gp) 十 9l， (63) 
将 5,c 互 换 ,p 换 为 一 po,(62) 不 变 , 所 以 BE 与 AH 的 交点 也 为 (62). 
因此 结论 成 立 . 


1. 在 四 边 形 ABCD 中 ,过 A 作 AM // BC 交 BD 于 M, 过 B 作 BN // AD 交 AC 于 
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N. 求 证 , MN // DC. 


. 在 四 边 形 ABCD 中 ,对 角 线 AC，BD 的 中 点 分 别 为 M，N. 直线 MN 分 别 交 AB， 


CD 于 M,N', MM 王 NN .求证 :四 边 形 是 梯形 或 平行 四 边 形 . 


,过 了 AOB 内 一 点 C 引 CD | QA, CE | OB , 垂 足 为 卫 , E. 又 过 D3 引 DN | OB， 


过 巨 引 尼 EM | O4，, 各 足 为 NN，M. 求证: OC | MN. 


. M 是 直角 三 角形 ABC 斜 边 AB 的 中 点 ,P, Q@ 分 别 在 AC，BC 上 , PP， | AB 于 


Pi, QQ | AB 于 Qi ,PiQ, 一方 AB. 求 证: MP | MQ. 


. A, B, C, DD 为 空间 四 点 .已 知 AB | CD, AC | BD. 求证 : AD | BC. 


6，、 如 果 自 人 ABC 的 顶点 A，B, CC 分 别 向 八 A1B1Ci 的 边 BiCl, CiAl，A1iB1 所 作 的 


13. 


14. 


三 条 垂 线 交 于 同一 点 ,那么 就 称 八 ABC 正 交 于 八 A1BiCi. 证明: 在 八 ABC 正 交 于 
AA4iBC 时 ,AAi BC 也 正 交 于 八 ABC. 


.人 ABC 中 ,AD, BE, CF 是 三 条 中 线 ,R 为 外 接 圆 半径 . 求证 : 


(a) AB: + BC’ 十 CA: < 9Rz. 
(b) AD+BE+CF < 3R. 


. 设 O,G 分别 为 八 ABC 的 外 心 、 重 心 . 忆 在 以 OG 为 直径 的 贺 上 ,AP,，BP, CP 延 


7 / 人 AP BP CP 
分 只 ABC 的 乡 A 
长 后 分 别 交 人 的 外 接 圆 于 求 Dat pp "pe 为 定 值 (与 


PP 的 位 置 无 关 ). 


. 设 八 ABC 的 外 接 贺 半径 为 RR, 内 切 圆 半径 为 r, 外 心 O、 内 心 了 到 重心 G 的 距离 分 


别 为 e， f. 证 明 : R* 一 e? 宇 4(r 一 了 ?). 


. 设 O, 日 分 别 为 人 ABC 的 外 心 、 垂 心 .证 明 :O 下 =OA 十 0B 十 OC. 
， 过 号 ABCD 的 顶点 A 作 一 圆 分 别 交 AB，AC， AD 于 玉 , G, F. 求 证; AC 。AG = 


AB . AE + AD .AF. 


. 边 形 AlA,…A， 的 中 心 为 0O. 自任 一 点 P 作 OA.; 的 重 线 , 垂 足 为 QQ 求证 : 


QA 十 4A， 二 一 ?下 ， 


其 中 民 为 外 接 国 半 径 ,而 AQ 与 OA 同 向 时 ,AQ ,为 正 ; 异 向 时 ,AQ ;为 负 . 
ee | ar ue 在 以 O 为 心 的 单位 球 上 ,并 且 

nO eg 
症 肖 ;诗作 一 吕 忆 | Ei 十 一 科 nn 


设 在 四 面体 ABCD 中 ,AB | CD,AC | BD, 求 证 : AB: 十 CD = AC’* 十 BD’* = BC’ 
十 AD“. 
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本 讲 主 要 讨论 三 维 向 量 ,特别 是 向 量 的 向 量 积 . 向 量 积 是 目前 中 学 教材 中 尚未 引入 
的 内 容 . 

在 三 维 空间 中 , 如 果 建 立 起 直角 坐标 系 , 那么 任 一 点 M 可 以 用 三 元 (有 序 ) 实 数组 
(rz，y，z) 表 示 . 从 原点 O 到 M 的 向 量 OM 也 可 以 用 这 组 实数 (x+，y，z) 表 示 . 如 果 用 向 
量 i, j,k 来 表示 三 个 坐标 轴 上 的 单位 向 量 , 即 

i = (1, 0, 0),， J = (0, 1, 0),k = (0, 0, 1)， 


那么 OM 可 以 表示 成 OM = (z, yy 2) = xi+yj 二 zk. 


向 量 可 以 在 空间 中 自由 地 平行 移动 . 
对 于 向 量 a 二 (x, y, z),b = 二 (x,，y，xz ), 它们 的 向 量 积 定义 为 向 量 


/ ¢ / / / 严 
= 


并 记 为 a Xb. 
采用 行列 式 也 可 以 将 a Xz 写成 
di 池 过 六 下 ) 
y z| |z rz | lr y 
或 
eK 
5 
x’ y z 
当 a, 6b 为 二 维 向 量 且 所 在 平面 与 垂直 时 , = 一 > 一 0， 
ax 一 | -| .= Cry’ — zyk. 


显然 向 量 积 不 适合 交换 律 , 事 实 上 
axXb=—bxXa. 


由 行列 式 的 性 质 ( 或 直接 验证 ) 易 知 向 量 积 适合 (对 加 法 的 ) 分 配 律 . 
Si 证 明 axb 与 a ,1 垂直 ,并 且 


laxb|=|la||b | sing, (1) 
其 中 6 为 a 与 5b 所 夹 的 锐角 . 
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| a 名 这 a 
y 之 多 “下 
XI y z 
= |xX y z|=0, 
Xx y z 
所 以 (axb) | a. 
同样 (axb) | b. 
由 于 laxbl’*+la.b|’ 
= (yz 一 yz)2 十 (zz 一 zz)2 十 (zz 一 zz)2 
十 (zz 十 yy 十 zz')? 


二 (zz 十 十 22)(rx 十 y ?十 z“) = 二 |a|?|b|’， 
所 以 laxb|l*=|lal:|bl:—la.b|’ 
一 |a| |b|:—|lal’ |bl|?cos:0 


=|a|’*|b|’sin 6. 


注 ”可 以 进一步 证 明 a, b, a Xb 构成 右手 系 (如 果 i, j, k 成 右手 系 ). 


(一 ) 


(1) 的 几何 意义 表示 | a Xb | 等 于 a, b 所 构成 的 平行 四 边 形 的 面积 ,所 以 a Xb 也 


常 称 为 面积 向 量 . 
由 定义 或 由 例 1, 不 难得 出 


iXj=k, jxXk=i,kXi=]j. 
利用 向 量 的 数量 积 或 向 量 积 ,可 以 计算 异 面 直线 的 夹 角 9: 


_ a*b 
cos 0 一 lallb|’ 
sing — | 29 人 

a 


2 将 一 副 三 角 板 如 图 38-1 拼接 后 ,再 将 三 
角 板 BCD 沿 BC 竖 起 来 ,使 两 块 三 角 板 所 在 平面 互相 
垂直 . 求 异 面 直线 AD 和 BC 所 成 角 . 

解 我 人 有 人 BAC = /BCD = 90°, /CBA = 
45" 及 人 BDC = 60". 

以 BC 中 点 O 为 原点 ,建立 坐标 系 ,如 图 38-1, 其 
中 OC 作为 单位 长 度 . 易 知 C 点 为 (0, 1, 0),A 点 为 


(2) 


119 


| 天 
SP 


120 


,数学 竞赛 研究 教程 


[所 


2 = (0， ys 2NM3) 一 (1， Qs 0) 
3 (— 1» es ZA 3 


RY 人 一下 


1 过 
V (一 D2 十 了 -十 (2M3)2 YY 10 


用 向 量 来 解 题 ,过 程 是 “机 械 化 ”的 ,而 用 纯 几 何 , 则 需要 较 多 的 思考 ,添置 适当 的 辅 
助 线 . 两 者 的 差别 如 同 解析 几何 与 纯 几 何 ,或 者 列 方程 解 应 用 题 与 算术 解法 . 

求 异 面 直线 间 的 距离 ,是 立体 几何 中 的 一 大 “难题 ” 采用 向 量 可 以 统一 地 处 理 ,化 
难为 易 . 

设 a, b 分 别 为 两 条 异 面 直线 0, ，/。 上 的 单位 向 量 , 则 a Xb 是 1, Ls 的 公 垂 线 的 方 
向 . 再 在 4 ，/: 上 各 取 一 点 A, B, 那 么 AB 在 公 垂 线 上 的 射影 就 是 1 ,Ls 的 距离 . 而 A 户 
在 问 量 c 上 的 射影 


cosO 一 


[EL 
| e | 
所 以 ,Ls 的 距离 
1AB. (axb) | 
d [axpi (5) 


D 为 AC 的 中 点 . 求 BD 与 AC 的 距离 . 
解 ” 以 DD 为 原点 建立 坐标 系 , 如 图 38-2. 


DB 一 人， 0， 0)， 


A ras WH, 63 


一 《0， CC 已 ) ， 
i 了 大 
所 以 DB xAC = S, 0 0 
0 a b 
一 一 一 3 
(0 Bw, a’) 


第 38 讲 向 量 


Ee Sa, — bs a) 9 


BA 1 0 二 
| BBC | ER 


DA = (0, 一 a/2, 0 ) 在 DB x AC” 上 的 射影 为 


] 


(0, 一 4&/2，0 )。 一 一 (0,， 一 5，a) 
/ a? 二 bb” 
se 
2 ve 十 信 


这 也 就 是 BD 与 AC 的 距离 . 
在 长 方 体 中 有 很 多 求 异 面 直 线 距 离 的 问题 ,利用 向 量 来 解 尤为 方便 . 


六 2 区 


BB = 二 8. 求 CD 与 BD 的 距离 . 
解 ” 长方体 本 身 就 是 一 个 天 然 的 直角 坐标 系 . 我 们 以 D 
为 原点 ,DA,，DC, DD, 分 别 为 X,Y, Z 轴 . 
BC = Ww 6, Wm, 
BD = (0;, 0, 8 — (6, 10,0) 


长 方 体 ABCD-A' BIC'D, 中 ， AB pt 10， BC 一 06， 


一 (一 0, 一 10， 8)， 
i jj Kk 
所 以 DCXxEDI=|0 10 0 
= i 
a 4 3 
= 100 (二 , 0， 5 
DD, = (0, 0, 8) 在 DC x BD, 上 的 射影 为 
4 HY 
(0, 0, 8) (二, 0， = ) 一 
这 就 是 所 求 的 距离 . 


《一 ) 


注 ” 当 (5) 式 中 的 aX4b 为 单位 向 量 时 ,分 母 |aXb|== 1 可 以 略 去 , 例 4 的 解法 中 ， 
将 (80，0， 60) 用 单位 向 量 (三 ， Os 总 ) 代 替 , 例 3 也 采取 了 类 似 的 做 法 , 均 是 为 了 简便 . 


ro 
例 5 
访 ” 


在 棱 长 为 1 的 正方 体 ABCD-A, BCD 中 ,BD, 交 平 面 ACB, 于 已 
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(a) 求证 : 

本 | AC; 2”BD， | 平面 ACB，; 
一 sDE; 4" 平面 ACB， // 平面 A, DC ，， 
(b) 求 ; 


1 平行 平面 ACB, 与 A, DC, 的 距离 ; 

2”AC 与 A1D 的 距离 . 

解 ” 建 立 与 上 题 相同 的 坐标 系 . 
BD =00,.0, 本 一 站 1 0 1 
汪 一 估 丰 区 一 站 Te Le ds 


所 以 ,sh i 
即 BD, | AC. 
同样 (或 由 对 称 性 ) BD | CBi. 


所 以 BDi | 平面 ACBi. 同 理 BD, | 平面 A, DC ,所 以 平面 ACB, /平面 A1DC.. 
又 AB = (0, 1, 0), 它 在 B 户 , 上 的 射影 


| 人 工交 


V3 一 于 


即 EB 一 本 BD)， 所 以 EB = 3DE. 


同样 ,线段 BD, 与 平面 ADC, 的 交点 下 满足 DIF = 如 ,所 以 平面 ACB, 与 
Ai DC 的 距离 EF 到 
DA, = (1,，0,，1)， 所 以 
A xDA =G,1, 一 D=v5( 
7 一 人 0,0)， 
所 以 AC 与 A1D 的 距离 为 


Ch 
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正方 体 ABCD-A, B,C, D, , 棱 长 为 1, 在 A,B 上 取 A,M = 二 AiB， 在 B,D， 


上 取 BIN = 3BiD. 连结 MN. 求 证 MN 是 A1B 与 BiDi 的 


公 垂 线 . 
解 ” 建 立 如 图 38-4 所 示 的 坐标 系 . 易 知 M 点 坐标 为 
2 和 
al Qa 1 ) 十 3 了 (1， Ta 0) 
a 下 温 
= (1， 号 
N 点 的 坐标 为 
2 We 
Ky Ls 0, 1) = (三 ， 3 
FT 
所 以 MN = ( Sn 
而 A ji 0)— (ls 的 1) 一 (0， 1 =—:] )3 
EB = DE.— tI lr 
所 以 MM BR MM 


即 MN 与 A1B, D1B, 垂直 . 

以 平面 上 任意 两 个 不 共 线 的 向 量 作 向 量 积 , 积 是 这 个 平面 的 法 向 量 , 即 与 这 个 平面 
垂直 的 向 量 . 

已 鸯 ” 斜 三 棱柱 ABC-A, BC 中 ,侧面 AA1CiC 是 菱形 ，~ACC = 60 . 侧面 
ABBiAi | AAiCC, BA 一 

(a) 求证 AA, | BC. 

(b) 求 A; 到 平面 ABC 的 距离 . 

解 ” 由 于 面 ABB1A | AA1CiC, 我 们 宁愿 将 图 画 成 图 
38-5, 而 不 将 面 ABBA 画 在 “侧面 > 图 中 Bi 点 也 无 关 紧 要 ， 
我 们 故意 将 它 略 去 了 . 

AACcC, AAAC ，AA4ABA, 都 是 边 长 为 1 的 正三 角形 . 

以 AA, 中 点 也 为 原点 ,DA 为 > 轴 ,DB 为 y 轴 , DC 为 
工 轴 , 各 点 坐标 为 
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A B= oj-D( 昌 江山， 0)=0 
所 以 AA，| BC 
V3 1 /3 1 
AB x AC = (0, ,一 去 入 (他 0, 寺 
i k 
3 ”二 
wh 2 
V3. 1 
2 9 2 
= ( 冯 _V3. -= 
让 
平面 ABC 的 单位 法 向 量 n= 二 i dy 
AA, “= 次， 


即 A 到 平面 ABC 的 距离 为 / 了， 


注 (性, 一 点, 一 了 3), W3, 一 V3, 一 3), (1, 一 1, 一 V5) 都 是 平面 ABC 的 法 


向 量 , 而 长 为 1 的 n 是 单位 法 向 量 . AA, 在 n 上 的 射影 , 即 A; 到 平面 ABC 的 距离 . 
两 个 平面 的 法 向 量 相 乘 (数量 积 ) ,可 以 得 出 这 两 个 平面 的 夹 角 . 


Pe 


2 直 四 棱柱 底面 为 梯形 ABCD，AA4, = AB = 2a， 


AD = DC = CB = a. 求 二 面 角 GCA,B-D. Ai 
解 ”我 们 只 画 出 图 中 主要 的 部 分 ,如 图 38-6 ,不 妨 设 a = 

1. 以 B 为 原点 ,BA 为 > 轴 ,BB; 为 xz 轴 ,建立 直角 坐标 系 . 各 

点 坐标 为 ,坊间 吉 
在 如, 2 OC(v, 吉 D(o, ee 
(如 图 38-7, 取 AB 中 点 E, 则 四 边 形 BCDE 是 平行 四 边 形 ， 对 

DE == BC = 1. 从 而 八 ADE 是 正三 角形 ,梯形 ABCD 的 底 角 为 60?) 局 人 


= 


第 38 讲 向 量 (二 ) 


平面 A, BC 的 法 向 量 


| Kk 
BA, x = 和 2 一 (V3， 一 V3， LL). 
py 环 
2 2 
B= (0 3 Ya3. 
BD = (0, 3, 汪 ) 
i J Kk 
一 一 2 和 0 
平面 A1BD 的 法 向 量 BA Xx BD = 
0 3 v3 
2 2 
一 (/3, —V/3, 3). 


所 以 平面 A1BC 的 单位 法 向 量 


“(3 


方向 指向 二 面 角 外 (y 坐标 为 负 表 明 ni 从 半 平 面 A1 BC 背 回 平面 A,BD). 平面 A,BD 


的 单位 法 回 量 
1 1 | 
“(WEAFD 
方向 指向 二 面 角 内 (y 坐标 为 负 表 明 mn; 从 半 平 面 A,BD 指向 半 平 面 A1BC). 它们 的 夹 
角 就 是 二 面 角 CA1B-D 的 平面 角 9, 即 


1 3 3 1 a 85 
cos0=m +*n; /i /3+ (= 凡 ) (3 Wi 二 = 
在 得 出 两 个 平面 的 法 向 量 后 ,不 难 求 出 它们 的 夹 角 ,也 就 是 平面 的 夹 角 . 但 两 个 平 
面 有 两 个 夹 角 ,究竟 是 哪 一 个 夹 角 , 或 者 说 是 哪 两 个 二 面 角 的 平面 角 , 值 得 注意 . 
如 图 38-8(1) ,在 m,n; 一 个 指向 二 面 角 内 ,一 个 指向 二 面 角 外 时 ,它们 的 夹 角 就 
是 二 面 角 a. 而 图 38-8(2) 表 明 在 mm， rn 均 指 向 二 面 角 外 或 均 指 向 二 面 角 内 时 ,它们 的 
夹 角 是 二 面 角 wa 的 补 角 . 


nl 
形 2 n> 
(1) (2 


38-8 
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在 正人 ABC 中 ,E, F, 忆 分 别 是 AB,AC，BC 边 上 的 点 ,满足 AE : EB = 
CF : FA = 二 CP : PB = 1:2( 如 图 38-9), 将 八 AEF 沿 EF 折 起 到 人 Ai,EF 的 位 置 ,使 
二 面 角 Al-EF-B 成 直 二 面 角 ,连结 A1B, A1P( 如 图 38-10). 
(a) 求证 :A | 平面 BEP; 
(b) 求 直 线 A; 与 平面 A,BP 所 成 角 的 大 小 ; 
(c) 求 二 面 角 B-A, PE 的 大 小 (用 反 三 角 函 数值 表示 ). 


图 38-9 


解 易 知 FP /AB. 设 CF =1, 则 AF =2, AE==1. 因为 人 A=60°, 所 以 AE | 
EF. 

因为 A, -EF-B 是 直 二 面 角 ,AlE | EF, 所 以 A1E | 平面 BEP. 

以 上 为 原点 ,EB 为 z+ 轴 ,EF 为 y 轴 ,EAl 为 z 轴 ,各 点 坐标 为 

A1(0, 0, 1), B(2, 0, 0), F(0, VY3, 0), P(1, V3, 0). (BP = 2, /PBE = 60°, 


P 在 BE 上 的 射影 是 BE 的 中 点 D, PD = EF = V3). 
平面 Al BP 的 法 向 量 


人 
单位 法 向 量 n= ( 仅 ， 工 , 网)， 
csp= 0, 0 ( 软 , 二 , 则 )= 和 全 
B= 30", 90" 一 8 二 60", 即 Ai 巨 与 面 A,BP 所 成 角 为 60*. 
平面 A, PE 的 法 向 量 
太太 了 三， 一 区 双击 本 国 司 全 下 一 局) 


单位 法 向 量 m= (0, 一 十， 一点). 因为 y 坐标 为 负 ,方向 指向 二 面 角 BA, PE 内 ,而 


正则 指 癌 二 面 角 外 ,它们 的 夹 角 满足 
COS Q 一 ( 远 二 0 ). (o, 2 


S| 
| 


即 二 面 角 B-A,PF 的 大 小 为 a 二 x 一 arccos 一 . 

男 一 种 计算 二 面 角 的 方法 是 利用 球面 三 角 . 

设 三 面 角 OABC 的 面 角 人 BOC 二 al 弧度), 人 COA 二 6, 人 AOB = c. 以 O 为 球 
心 , 作 单位 球 交 三 面 角 的 棱 于 A，B,，C， C, 则 由 大 圆 弧 AB ， BC ,CA 围 成 一 个 球面 三 角 
形 ABC. 这 三 角形 的 边 ,也 就 是 BC , CA ,AB 的 长 正好 是 a, 5b, c. 角 A, B, C 正好 是 
三 面 角 的 三 个 二 面 角 . 

在 球面 三 角 中 有 很 多 公式 . 例如 边 的 余弦 定理 ; 


cosa = cosb cosc+ sinb sinc cosA. (6) 
这 个 公式 可 以 证 明 如 下 : 
在 平面 AOB 内 ,过 A 作 OA 的 垂 线 , 交 OB 于 B. 在 平面 AOC 内 ,过 A 作 OA 的 垂 
线 , 交 OC 于 C. 设 QA = 和 , 则 
OB = secb, OC = secc, AB = tanb, AC = tant. 
在 AOBC 与 AABC 中 ,由 余弦 定理 ， 


sec:b+ sec:c— 2secbh secc cosa = BC’, 


oo|~ 


tan’b+ tan’c— 2tanb tanc cos A = BC’*. 
相 减 并 化 简 得 1++tanb tanc cos A = secbh secc cosa, 


再 两 边 同 乘 以 cos 5b cosc 即 得 (6). 
下 人 利用 边 的 余弦 定理 ,计算 例 8 与 例 9 中 的 二 面 角 . 
解 在 例 8 中 , BD | DA, 所 以 BD | AD. 又 BD =v3，BA, = 2V2, 所 以 


cos /A1BD = V3 ，Sin /AiBD = -5 


2 Sd 
同样 ,AiC | BC， cos ABC = 5 六 入 sin “ABC = 《| 

2V2 2V2 
又 了 人 DBI1C = 30", 所 以 由 (6)， 

cos 30 da es 
i 2v2 2vV2 _ 3V3 
V5 V7 35 
"Mp 
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在 例 9 中 , 人 BPF = 120", PF=1,AF=2,PE=BE=PB=2,AE=1, 
ks i 1 


cns AE =————— 
| 2VI 二 2 V5 
2 
sin “APF 三 -一 ， 
8 V5 
(12 十 22) 十 22: 一 (12 十 22) | 
65 ABPA, = ——— 
; 2VL 2x2 V5 
; 2 
sin /A BPA = 一. 
““ 古 
6 ] 1 
cos 120 一 一 X 一 
RD 
二 
V5 5 


“混合 积 ”c。 (a X b) 还 可 解释 为 平行 六 面体 的 体积 : 
设 一 平行 六 面体 ABCD_-A1BiCiDi. 记 2B =a, AD =b, AA, =c, 则 AiB = 个 
一 人 和， 并 且 A1B, 己 AD 的 距离 


于 | c。(aXDb) | 
4 | we 
即 lee. (axb)|=d|laxbl|. (73 


但 | aXb | 表示 平行 四 边 形 ABCD 的 面积 ,d 就 是 平行 平面 A1BiCiDi 与 ABCD 的 距 
离 ,所 以 (6) 式 右边 表示 平行 六 面体 ABCD-A1B1CiD, 的 体积 , 即 |c*(aX5) | 是 三 个 
向 量 a, b,c 张 成 的 平行 六 面体 的 体积 . 
如 果 a 一 (al，az， a3)， b= (bi, b;，, b;3), C= (cl，cz， ca) ,那么 这 平行 六 面体 的 
体积 就 是 
dl 4d2? 43 
b! b: bs|. 


Cl C2 C3 


在 这 行列 式 为 零 时 ,向 量 a, b, c 共 面 ( 平 行 六 面体 “退化 ”为 平面 图 形 ). 在 a, b,c 成 右手 
系 时 ,行列 式 为 正 ,否则 为 负 . 


习 题 38 


1， 设 平面 DBC | 平面 ABC. BAC = LBDC = 90", 人 ABC =45， 人 DBC = 30. 


第 38 讲 SE wi: hd 


求 AD 与 BC 所 成 的 角 . 


, 求 例 2 及 第 1 题 中 AD 与 BC 的 距离 . 
， 四 面体 ABCD 的 面 都 是 边 长 为 a 的 正三 角形 , 求 AB，CD 所 成 的 角 与 它们 的 


距离 . 


。 试 证 正方 体 ABCD-A,B,C,D, 中 ,BD, 与 AC 互相 垂直 ,并 求 它们 的 距离 . 
0 


E, 求 MN 与 DE 所 成 的 角 与 它们 的 距离 . 


PT -ABCID 中 ,M,N 分别 为 B1B, BIC me 为 MN 的 中 


点 . 若 棱 长 AB 二 1, 求 DP 与 ACi 的 距离 . 


.在 上 题 中 , 设 五 为 AiDi 的 中 点 ,K 在 CC 上 ,并 且 CK : KC 一 1 : 2. 求 平面 DEK 


与 ABC D 的 交角 . 


. 过 A 作 三 条 不 共 面 的 射线 . 在 第 一 条 上 取 点 Bi ，B， ,在 第 二 条 上 取 点 CI ，C; ,在 第 


二 


. 证 明 :四 面体 的 体积 V 二 abdsin p, 其 中 a，b 是 两 条 相对 的 村 ,d 是 它们 的 距离， 


9 是 它们 的 夹 角 . 


. 过 正方 体 ABCD-A1BiCiD' 的 棱 AA 作 平 面 与 BC,，BiD 成 等 角 . 求 这 个 角 的 


大 小 ， 


。 对 四 面体 的 每 一 个 面 作 一 个 向 量 ,与 这 个 面 垂直 ,方向 向 外 ,长 度 等 于 这 个 面 的 面 


积 . 证 明 : 四 个 向 量 的 和 为 零 向 量 ( 这 些 向 量 称 为 面积 向 量 ). 


. OA, OB, OC 是 三 个 互相 季 直 的 单位 向 量 ,x 是 过 点 〇 的 一 个 平面 ,A',，B', C 分 


别 为 A, B,C 在 x 上 的 射影 . 对 任意 平面 , 求 数 04 十 OB 十 OC ”所 成 的 集合 . 


. 证 明 : 四 面体 的 二 面 角 的 余弦 的 和 为 正 , 并 且 不 超过 2. 当 且 仅 当 四 面体 为 等 面 四 面 


体 ( 四 个 面 的 面积 相等 ) 时 ,这 和 为 2. 


和 C 为 任意 向 量 ,证 明 : 


| a | 十 | | 十 | c | 十 | ae 十 8 十 ec | 宇 | a 十 b | 十 | b 十 c | 十 | c 十 a |. 
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第 39 讲 立体 几何 


立体 几何 中 的 计算 题 (特别 是 求 立体 的 体积 或 与 立体 有 关 的 面积 ) ,在 竞赛 中 也 常 
党 出 现 . 这 类 问题 往往 归结 为 平面 几何 . 因此 , 既 要 善于 将 立体 几何 的 问题 转化 为 平面 
几何 ,又 要 善于 处 理 相关 的 平面 几何 问题 . 
“” 已 知 正三 棱锥 S-ABC 中 , 相 邻 侧面 所 成 的 二 面 角 为 2e, 底 面 中 心 O 到 侧 棱 
的 距离 为 1. 求 Vsanc， 


图 39-1 


解 ” SO 是 平面 ABC 的 垂 线 . 设 平面 SOA 与 BC 相交 于 DD. 在 平面 SAD 内, 作 OE 
」SA, 为 垂 足 , 则 OE = 1]1. 
过 OE 作 SA 的 垂 面 分 别 交 AB，AC 于 Bl, Ci, 则 BiE, CIE 均 与 SA 垂直 ， 
上 辽 Bi1EC 是 二 面 角 B-SA-C 的 平面 角 . 由 对 称 性 (或 用 全 等 三 角形 ) 易 知 
BB 二 一 /OECI -= 
FEB, = 一 下 APB， =— ACi. 
所 以 BiC, // BC. 平面 EB1C 与 ABC 的 交 线 BiC, 过 O, 所 以 BiC = SBC. 
由 等 腰 三 角形 EB1C 易 知 BC = 2tana. 从 而 正三 角形 ABC 的 边 长 ,高 ;面积 分 
别 为 


BC = 3tan aw， 

AD = 23iano, 
= 2 

八 三 一 。(3tana)“. 


1 


在 人 ASAD 中 (图 39-1(b)), 易 知 
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SO = v3tanag El V3tana | 
(V3tan a)? = 1]* V3tan: w 一 1 

r ] 9tanz 人 
从 而 Ws = 
sa 4V3tanza 二 1 


在 本 例 中 起 作用 的 是 三 个 平面 (三 角形 ): 底面 ABC, 含有 棱锥 的 高 SO 与 AABC 
的 高 AD 的 面 SAD , 棱 SA 的 过 O 的 垂 面 (含有 二 面 角 B-SA-D 的 平面 角 ). 
二 已 知 三 棱锥 S-ABC 的 顶点 S 在 底面 的 投影 互 是 AABC 的 垂 心 . BC = 2， 
SB 二 SC, 侧面 SBC 与 底面 所 成 二 面 角 的 度数 为 60 . 求 棱锥 的 体积 . 
解 设 AH 交 BC 于 D, 则 AD | BC ,平面 SAD | BC, “ADS 是 侧面 SBC 与 底 
面 所 成 二 面 角 的 平面 角 , 人 ADS = 60"，S = v3DH. 


(b) 


39-2 

需要 求 出 SH . 4D (Vs = 于 . SH .AD ' EC), 即 VSDH . AD. 问题 已 化 为 
平面 几何 ,只 需 注 意 人 ABC, 这 是 一 个 等 腰 三 角形 (AB = AC). 

熟知 人 BAD = DAC = ADBH, 所 以 DB = DH .AD, 从 而 

vs = 1 .V3. D8. BC 

求 出 . 我 们 需要 的 也 就 是 这 个 值 . 

二 有 设 正三 棱锥 PABC 的 高 PO 的 中 点 为 M. 过 AM 作 与 BC 平行 的 平面 将 
三 棱锥 截 为 两 部 分 . 求 这 两 部 分 的 体积 之 比 . 

解 ” 设 平面 PAO 交 BC 于 DD, 过 AM 有 目 与 BC 平行 的 平面 分 别 交 PB, PC, PD 于 
Be 

四 面体 APBiC 与 APBC 从 A 点 引出 的 高 相同 ,因此 体积 之 比 即 面积 之 比 


DAPBC, : SAPEC. 
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由 于 BC] BC ,所 以 “全 一 (5 ) 


SA ,PBC 


(b) 
39-3 


在 人 APD 中 (图 39-3(b)), 过 O 作 DD 的 平行 线 交 AD, 于 NN, 则 


ON LOQM | ON _h0 2 
人 

PD _2 PD,_ 2 

所 以 BD” 本 * D5 

_. V AapB,o, 和 

从而 0 = (5) “25: 


所 以 正三 棱锥 已 ABC 被 面 AB1iC 分 成 的 两 部 分 的 体积 之 比 为 4 : 25. 
注 本题 的 关键 之 一 是 以 八 PB1iC, 作为 四 面体 APBIC, 的 底面 ,因为 这 时 四 面体 
APBIC, 与 APBC 有 相同 的 ( 自 A 引出 的 ) 高 (并 且 两 者 的 底面 在 同一 平面 PBC 上 ). 


用 其 他 面 作 底面 则 比较 麻烦 . 另 一 个 关键 是 算出 比 定 声 , 这 是 平面 几何 的 问题 


设 斜 三 棱柱 ABC-A'B'C' 的 底面 ABC 中 , LC = 
90°,BC 二 2. 又 设 B' 在 底面 ABC 上 的 射影 B" 恰 好 是 BC 的 中 
点 , 侧 棱 与 底面 所 成 的 角 为 60" ,侧面 A'ABB' 与 B BCC 所 成 的 
角 为 30 . 求 这 三 棱柱 的 体积 V 与 侧面 积 Q&. 
解 ”一 B'BB“ 就 是 侧 棱 与 底面 所 成 的 角 , 所 以 人 B'BB” = 
60°, BB’ = 2BB” = BC = 2, B'B” 一 V3. 
由 于 ACB = 二 90", B'B”| AC, 所 以 AC | 平面 B'BC, AC 
| BB 过 AC 作 BB' 的 垂 面 交 BB 于 DD, 则 人 CDA 就 是 侧面 
A'ABB’ 与 B'BCC' 所 成 的 角 , 从 而 人 CDA = 30". 又 AC | CD, CD | BB', 所 以 


Ms= CDA = =1, 
二 了 BY ,Se =W3X 方 2 = 


图 39-4 


第 39 讲 立体 几何 


AD== 2A(7 =A 
Q = 二 BB'。 八 ACD 的 周 长 = 2 X (2 十 1 十 V3) 
二 2(3 十 V3). 


注 (i) V 也 可 用 BB "，。Samop 求 出 . 

(ii) 凡 已 知 中 有 线 面 所 成 的 角 或 二 面 角 ( 面 与 面 所 成 的 角 ) , 均 应 把 这 些 角 (或 相应 
的 平面 角 ) 找 出 ,这 是 解 题 的 第 一 步 , 非 跨 出 不 可 . 

三 棱锥 就 是 四 面体 . 四 面体 与 平行 六 面体 是 最 常见 的 立体 . 四 面体 相当 于 平面 几何 
中 的 三 角形 ,而 平行 六 面体 则 相当 于 平行 四 边 形 . 

呈 3 异 面 直线 l,i, /i 两 两 垂直 ,相距 为 a. 平行 六 面体 ABCD-A, BCD' 的 
顶点 A,C 在 /0 上 ,B,C 在 li; 上 ,D, Bi 在 1; 上 . 求 这 平行 六 面体 的 体积 . 

解 ”我 们 采用 回 量 求解 .以 2 为 工 轴 , 与 4s 的 公 垂 线 为 x 轴 建立 坐标 系 , 则 A， 
C, B,C, D, Bi 的 坐标 分 别 为 


.05055205 Or OF 00 a 0 mi Nd Gs WH 《as Ws 
因为 AD, BC, BiC, 是 同一 向 量 ,所 以 
4 一 地 = x =—a,a=—y = a, =—a=a—z,, 
即 A, C, B, C, D, Bi 的 坐标 分 别 为 
(2a, 0, 0), (—a, 0, 0), (0, 一 ay a), 


《0， 2a， C)， (a, Us 0 (a, a, 2 
BB, = (a, 2a, a), BA = (24, a, —a), 
下 人 (一 Qi C， = 


所 以 体积 VaacpAiBiciD = BB, . (BA x BC) 
a 2a a 
=|2a4a a —a|= 9a’ 
一 站 


i 了” 四 面体 ABCD 中 ,E, 下 分 别 为 AB，CD 的 中 
点 ;过 EE, 下 任 作 一 平面 M. 证 明 平 面 M 将 四 面体 分 为 两 个 
体积 相等 的 部 分 . 

解 ” 设 平面 M 交 AD 于 万 , 交 BC 于 G, 则 EH 是 平面 
M 与 面 ABD 的 交 线 ,GF 是 平面 M 与 面 BCD 的 交 线 . 


由 于 V Aa-pEc 一 VBpec 一 方 Vane 9 所 以 只 需 证 明 


133 


“数学 竞赛 研究 教程 


134 


VEGFc = VDpHEF. C1» 


由 于 锥 EGEC 的 高 是 锥 A-BCD 的 高 的 1/2, 底 GFC 是 底 BCD 的 人 因此 


WEcrc 二 S ns 


4 CB 


同样 V pyEF 人 本 V apcp. 


如 果 EH // GF , 那么 它们 均 与 BD 平行 ,从 而 太 为 AD 中 点 ,G 为 BC 中 点 , SB 
_ DH 
= DPA’: (1) 式 成 立 . 


如 果 EH 与 GF 不 平行 ,那么 EH 与 GF 相交 于 一 点 1, I 也 是 平面 ABD 与 BCD 
的 公共 点 ,因而 在 它们 的 交 线 BD 上. 


_DH.IB.EA_DH.IB 
由 梅内 劳 斯 定理 ， 1=FA' 玉 "研一 HA' 1D: 


_CG 有 .FEDP_c BB 
GB “ID°CF 65 万 ， 


] 


Oe ~ A 
所 以 安吉 , 即 大 并 过 . (1) 式 成 立 . 
当 G, 理 分 别 为 BC，AD 中 点 时 ,四 边 形 EGFH 为 平行 四 
边 形 . 熟知 它 平 分 四 面体 ABCD 的 体积 . 例 6 是 这 个 结论 的 
推广 . 
过 四 面体 的 每 条 棱 各 作 一 个 平面 ,平行 于 这 条 校 所 对 的 面 ， ' 
所 作 的 面 构成 一 个 平行 六 面体 , 称 为 这 个 四 面体 的 伴随 六 面体 BE 
(如 图 39-6). 两 者 之 间 关 系 密切 ,很 多 关于 四 面体 的 问题 可 以 通 图 39-6 
过 伴随 六 面体 来 解决 . 
证 明正 四 面体 各 校 在 任 一 平面 上 的 射影 的 平方 和 为 定 值 . 
解 ” 设 正四 面体 的 棱 长 为 ac, 则 它 的 伴随 六 面体 (参见 图 39-6) 是 正方 体 , 校 长 为 2 
2 
设 正方 体 自 顶点 A 引 出 的 三 条 棱 与 平面 M 的 垂 线 所 成 的 角 分 别 为 w，8，7. 熟知 


cos  a 十 cos B 十 cos* Y= 二 1 (2) 
( 作 AE 与 平面 M 垂直 并 且 长 度 为 1, 以 AE 为 对 角 线 作 一 长 方 体 ,长 、 宽 、 高 分 别 与 正 


方 体 的 三 条 棱 平 行 , 则 它们 分 别 等 于 cos w，cos 8，cos y, 所 以 (2) 成 立 ). 因此 正方 体 12 
条 棱 在 平面 M 上 的 射影 的 平方 和 为 定 值 


第 39 讲 立体 几何 


4b: (sin’ a sin’ 8B 十 sin2 7) 
= 4 (3— cos’ a— cos: 8 一 cos 7) = 8b = 4a’. 


正方 体 每 个 面 的 射影 为 平行 四 边 形 , 所 以 这 个 面 的 两 条 对 角 线 的 射影 的 平方 和 等 
于 四 条 边 的 射影 的 平方 和 . 

由 于 正四 面体 的 棱 是 伴随 六 面体 各 面 的 对 角 线 ,所 以 正四 面体 各 棱 在 任 一 平面 M 
上 的 射影 的 平方 和 恰好 等 于 正方 体 12 条 棱 的 射影 的 平方 和 , 即 4a:. 

如 果 四 面体 的 四 条 高 交 于 一 点 ,那么 这 个 四 面体 称 为 垂 心 四 面体 ,这 一 点 

称 为 四 面体 的 重心. 证明 下 列 条 件 都 是 四 面体 为 垂 心 四 面体 的 充分 必要 条 件 : 

(i) 对 校 互 相 垂 直 . 

(i) 一 条 高 通过 底面 的 垂 心 . 

(iii) 对 校 的 平方 和 相等 . 

(iv) 连结 对 棱 中 点 的 线段 相等 

解 ” 若 四 面体 ABCDP 为 垂 心 四 面体 , 垂 心 为 互 , 则 A 瓦 ，B 互 均 与 CD 垂直 ,从 而 
AB | CD. 因此 (成 立 ， 

反之 , 若 (D) 成 立 , 则 棱 AB | CD. 过 AB 作 CD 的 垂 面 交 CD 于 已 , 设 瑟 为 人 AABE 
的 重心 , 则 A | BE, AH | CD, 所 以 AH 是 面 BCD 的 垂 线 . 同样 BH 是 面 ACD 的 
重 线 . 四 面体 ABCD 的 每 两 条 高 (例如 A 及， BH) 相 交 , 每 三 条 不 在 同一 平面 内 ,所 以 


于 是 (是 四 面体 为 垂 心 四 面体 的 充分 必要 条 件 . 
若 (i) 成 立 , 设 顶点 A 在 面 BCD 上 的 射影 为 F. 由 于 AB | CD, 所 以 AB 的 射影 
BF | CD. 同样 CF | BD. 即 正 是 ABCD 的 重心 ,Ci 成立. 
和 藻 (Ci 成立, 则 顶点 A 在 面 BCD 上 的 射影 下 为 人 BCD 的 重心 . 设 BF 交 CD 于 五 , 则 
ACz: — AD: = CF’ — DF* = CE2: 一 DE: = BC’ = BD’, 
即 AC? 十 BD? = AD? 十 BC?. 因而 (iii) 成 立 . 
芳 (ii) 成 立 , 设 瑟 , 下 分 别 为 AB，CD 的 中 点 , 则 
4EF’ 一 2(AF2 十 BF2) 一 AB: 
— A CD: 主观 训 二 税 轩 一 六 CD: 。 
= AC’ + BD’ = BC’ + AD’ = AB’ 十 CD:， 
因而 (iv) 成 立 . 
若 (iv) 成 立 , 考 虑 四 面体 的 伴随 六 面体 . 六 面体 的 楼 恰好 等 于 连结 四 面体 对 棱 中 点 


的 线段 ,因此 六 面体 的 棱 均 相等 ,各 面 为 菱形 ,对 角 线 互相 垂直 . 这 也 就 是 (i). 
我 们 已 经 证 明 
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(一 (1) 一 (iD) 一 (iv) 一 (1)， 
所 以 (iD ，(iii)，(Civ) 也 都 是 四 面体 为 垂 心 四 面体 的 充分 必要 条 件 . 
立体 几何 中 的 球 , 相 当 于 平面 几何 中 的 圆 . 关于 球 的 问题 很 多 . 但 我 们 不 拟 作 这 一 
方面 的 探讨 . 只 介绍 一 个 利用 欧 拉 公式 的 例题 . 
设 多 面体 的 顶点 数 为 v, 校 数 为 CE， 面 数 为 f， 则 


v 十 ff 一 e = 二 2. (3) 


(3) 称 为 欧 拉 公式 . 
已 知 点 O 及 n(n 宇 4) 个 具有 如 下 性 质 的 点 : 对 于 其 中 任意 三 个 , 必 有 (这 

个 点 中 的 ) 第 四 个 点 ,使 得 O 在 以 这 四 个 点 为 顶点 的 多 面体 的 内 部 (不 在 面 或 棱 上 ). 证 
明 n = 二 4. 

解 ” 首 先 以 O 为 球 心 , 作 一 个 足够 大 的 球 , 使 nn 个 已 知 点 都 在 球 内 . 

作 射 影 OA;，A; (i 二 1，2,，…, n) 为 已 知 点 . 设 OA; 交 球 面 于 B; (i = 1, 2, …， 
n). 显然 B; 仍 具 有 已 知 中 所 说 的 性 质 . 

用 大 圆 弧 连结 这 些 B; ,将 球面 分 为 若干 个 球面 三 角形 . 

设 三 角形 的 个 数 为 f ,大圆 弧 的 条 数 为 e, 则 3f = 2e, 结合 欧 拉 公式 

2 一 CC 十 了 一 2， 


消去 e 得 f = 2(n— 2). 


每 一 个 人 AB,B,B ,有 一 点 B,, 使 得 O 〇 在 四 面体 B,B;B;B, 内 部 . 在 八 B:B; Bi 不 同 
于 人 BiB,Bi 时 ,对 应 的 By 不 同 于 B,; ,否则 B, 的 对 径 点 既 在 八 B;B;B。 内 部 又 在 人 Bo 
内 部 ,这 是 不 可 能 的 . 

因此 ,三 角形 的 个 数 2(n 一 2) 不 大 于 点 数 n, 从 而 n= 二 4. 

例 9 中 的 球面 射影 (将 点 A; 变 为 B;) ,三 角 剖 分 (将 曲面 分 为 三 角形 区 域 ) , 欧 拉 公 
式 都 是 拓扑 中 常用 的 手法 . 经 过 球面 射影 与 三 角 剖 分 后 ,三 角形 与 第 四 个 点 的 对 应 成 为 
单 射 (三 个 点 与 第 四 个 点 的 对 应 未 必 是 单 射 ) ,因而 产生 所 需要 的 估计 式 2(n 一 2) 过 mw， 
导出 n 志 4. 


习 题 39 


1. 针 三 棱柱 ABC-A BC 的 底面 为 正三 角形 ,~A'AB = ~A'AC = 60°, AB = 4， 
AA =6, 求 这 三 棱柱 的 侧面 积 . 

2. 设 正 三 棱锥 已 ABC 的 底面 边 长 为 a, 过 有 AA 平行 于 BC 的 截面 与 侧面 PBC 重 直 ,与 
底面 的 交角 为 30", 求 截面 面积 . 


Sn 


10. 


15. 
16. 
17, 
18. 


. 证 明 ; 四 面体 的 体积 V 二 之 


第 39 讲 立体 几何 


设 三 棱锥 的 三 个 侧面 与 底面 的 夹 角 都 是 60", 底 面 边 长 为 ?7,，8, 9. 求 棱锥 的 侧面 积 . 


。 将 立方 体 切 成 四 面体 ,至 少 切 成 几 个 ? 
。 一 个 直 圆 锥 与 一 个 直 圆 柱 同 底 同 高 ,全 面积 分 别 为 ww“. 求 圆锥 的 高 与 母线 的 比值 . 
. 正方 体 ABCD-AiBiCiDi 的 棱 CiDi 与 正四 面体 PQRS 的 棱 RS 在 同一 直线 上 ,并 


且 它 们 所 对 的 棱 AB 与 PQ 有 相同 的 中 点 开 . 已 知 正 方 体 的 棱 长 为 a, 求 这 两 个 立 
体 的 公共 部 分 的 体积 . 


， 正 四 棱锥 S-ABCD 有 一 截面 为 正 五 边 形 . 已 知 正 五 边 形 的 边 长 为 a, 求 棱锥 的 体积 . 
。. 证明 ;四 面体 的 体积 V = 二 bcsinesin Bin'C, 其 中 4a, b,c 为 自 同一 顶点 S 发 出 的 


6 
三 条 核 ,a, B 为 点 S 处 的 两 个 面 角 ,C 为 a, B 所 在 的 面 之 间 的 二 面 角 . 
551952sin C, 其 中 Ss 9， 为 以 Cc 为 公共 棱 的 两 个 面 的 面 
积 ,C 为 这 两 个 面 的 夹 角 . 
立方 体 ABCD-A1BiCiDi 的 棱 长 为 ay N 在 AB! 上 .在 底面 ABCD 内 ,以 正方 形 


ABCD 的 中 心 O 为 圆心 , 作 半 径 为 蕊 a 的 圆 ,点 M 在 这 圆 上 变动 , 求 MN 的 最 小 值 . 


. 证 明 : 在 任 一 四 面体 中 有 一 顶点 ,以 这 点 为 顶点 的 三 个 面 角 都 是 锐角 . 
证明; 四 面体 的 二 面 角 的 和 在 2x 与 3r 之 间 , 并 且 除 去 任 一 对 对 棱 处 的 二 面 角 后 ， 


剩 下 的 和 小 于 2r. 


. 车 四 面体 有 一 个 顶点 处 的 面 角 都 是 直角 , 则 它 的 对 面 的 面积 的 平方 等 于 其 他 三 个 


面 面 积 的 平方 和 . 


. 各 面 为 全 等 三 角形 (也 就 是 等 边 皆 相等 ) 的 四 面体 称 为 等 面 四 面体 . 证 明 以 下 条 件 


是 四 面体 ABCD 为 等 面 四 面体 的 充分 必要 条 件 ， 

(a) 每 个 顶点 处 的 三 个 面 角 之 和 都 是 180". 

(b) 某 两 个 顶点 处 的 面 角 和 都 为 180 ,并 且 某 两 条 对 棱 相 等 . 

(c) 某 个 顶点 处 的 面 角 和 为 180" ,并 且 某 两 条 相交 的 棱 各 与 自己 的 对 棱 相 等 . 
(d) ZABC = ZADC = ZBAD = /BCD. 

(e) 各 面 的 面积 相等 . 

(f) 连结 对 棱 中 点 的 线段 两 两 重 直 . 

证 明 : 任 一 凸 多 面体 必 有 一 个 面 的 边 数 少 于 6. 

证 明 : 任 一 凸 多 面体 必 有 一 面 为 三 角形 或 必 有 一 顶点 引出 三 条 核 . 
证 明 ; 凸 多 面体 的 棱 数 不 等 于 7; 对 任意 的 nn 三 8, 均 有 凸 多 面体 棱 数 为 7， 
证 明 : 任 一 凸 多 面体 有 两 个 面 的 边 数 相等 . 
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经 典 的 平面 几何 中 ,对 相等 的 量 给 予 了 较 多 的 注意 ,不 等 的 问题 只 有 一 些 零散 的 结 
果 . 近代 ,人 们 发 现 不 等 式 有 着 远 为 丰富 的 内 容 ,特别 是 组 合 几何 中 产生 了 大 量 的 问题 
雷 要 估计 ,因此 几何 不 等 式 的 研究 兴旺 起 来 ,其 中 有 不 少 内 容 渗透 到 数学 竞赛 之 中 . 
关于 三 角形 的 几何 不 等 式 特别 多 . 
由 已 知 IT 是 人 ABC 的 内 心 ,AI,， BI, CI 分别 交 BC, CA, AB 于 A'’, B’, C. 


yy 入 AIlT. BI.CI 漆 
求证 : 4 ~ AA BB OF S27: (1) 


解 _ 记 BC = a,CA = B, AB 一 < 由 角 平 分 性 质 全 ;一 ,所 以 


BA’=_% Al ,. AB Ge i 6 十 c 
be IA” BA” ee 


同样 BB dp a+b 


由 算术 -几何 平均 不 等 式 有 
AT。BT 。CT Tal BI CI 3 
A 


5 3 
1 


(De ER 二 1 
尺 一 方面 (a 二 bo) 4° 2 
即 Da — Salbte) + 2abc 一 0， (3) 


这 是 第 17 讲 例 6 又 解 中 的 不 等 式 . 

注 《iD 例 1 中 用 到 一 些 几何 性 质 ( 如 角 平 分 线 的 性 质 ) ,也 用 到 一 些 代数 工具 . 几 
何 与 代数 结合 , 正 是 许多 几何 不 等 式 的 共同 特点 . 

(ii) 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ,是 最 基本 ,也 是 最 有 用 的 几何 不 等 式 . 关于 边 长 
a, b,c 的 三 次 不 等 式 常常 归结 为 |[ (十 c 一 a) 二 0. 

1 等 腰 三 角形 ABC 中 , AB = AC. 4A 与 A 在 直线 BC 的 同 侧 , 并 且 A'B 十 

A'C = AB 十 AC. AC 与 A 相交 于 O. 证 明 ; OA 04“. 

解法 一 ”由 于 在 三 角形 中 ,大 角 ( 边 ) 对 大 边 ( 角 ) ,所 以 只 需 证 明 


一 多 (4) 
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由 于 人 A'CB 二 人 ACB = /ABC /A'BC, 所 以 A'B> 
A'C. 由 于 AB 二 AC = AB+AC = 2AC, 所 以 A'B >AC. CO- 

在 AB 上 取 D, 使 AD = AC, 则 A'C= AB++AC 一 A'B 
= AB — BD. 

连结 AD. 在 八 ABD 中 , AD 二 AB 一 BD. 

在 人 AA'D 与 人 A’AC 中 ， 

AD =—ACMA' = AMADS ACG: 

所 以 (4) 成 立 . 

解法 二 设 AB=AC=6b, AB=m, A'C = 二 n,AA’=d. 则 在 AACA“ 与 AABA- 
中 ,用 余弦 定理 可 得 


p+d—n m+d—b 


PN Zmd 
二 
2mbpd 
_ 《Wm=D(d C— mm 
_ (mm—(d’—b im(2b—m)) 
2mpd 

_(m—6b)(d++m—b)(d++b—m) 

一 2mpa SY 


(最 后 一 步 是 由 于 八 ABA' 的 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ). 所 以 (4) 成 立 . 
解法 一 是 纯粹 几何 的 ;解法 二 是 代数 的 ,几乎 完全 依靠 计算 . 两 种 解法 互 有 短 长 . 
车 人 AA4ABC 中 , BC 三 CA 三 4AB, AD 为 BC 边 上 的 中 线 .证 明 : 
(a) BAD > DAC. 


(b) “DAC > ZC. 
解 取 AB 中 点 瓦 ,连结 DE, 则 DE NAAC， E n 


A 


DE = 方 CA 之 广 AB = AE， BP D C 


2 
ZBAD 3 ZEDA = ZDAC. 图 40-2 


(如 果 延 长 AD 至 也 ,使 AD ”= 2AD. 然后 考察 人 AADC 或 人 AD'B, 也 可 收 到 同样 的 
效果 ) 

现在 证 明 (b), 即 2 人 DAC 二 > 人 C. 为 此 作 DAP = 人 DAC, AP 交 线 段 BD 于 
P. 因为 “APC > AB> AC, 所 以 AC > AP. 在 AC 上 取 Q, 使 AQ = AP. 八 ADP 安 
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OQ> CD DQ = CD— DP = BD— DP = BP, 


所 以 AP='AQ = ACT0 BC TBP = Cp, 
ZAC YS ZE 
即 ZDAC > 六 CC 


EN 人 ABC 中 , AB >>AC, 点 M 在 BC 边 上 .证 明 : 
(AM 一 AC) . BC < (AB 一 AC) . MC. 
解 过 M 作 CA 的 平行 线 交 AB 于 NN. 易 知 原 不 等 式 即 


MC .BM Ee 
AM< AB. BE +AC. Be: C5 


(5) 的 右边 = AB .人 十 MN = AN 十 MN > AM. 图 40-3 


因此 原 不 等 式 成 立 . 

当 且 仅 当 M 与 B 重合 时 ,等 号 成 立 . 

下 面 的 例 5 是 著名 的 厄 迪 斯 - 莫 德 尔 (L. J. Mordell，1888 一 1972) 不 等 式 . 

和 设 已 为 AABC 内 的 一 点 .PP 到 顶点 A，B, C 的 距离 分 别 为 x，y， xz, 到 边 
BC, CA,AB 的 距离 分 别 为 u,v,tw. 证 明 : 


十 y 十 z 宇 2(w 十 0 十 刀 ), (6) 


解 ”第 一 次 遇 到 这 个 不 等 式 ,恐怕 不 容易 独立 证 明 它 . 现在 已 有 多 种 证 法 ,这 里 的 
证 法 主要 利用 面积 . 


设 AABC 的 边 长 为 a, 5, c. 通常 利用 Sm = 地 wc 等 式 子 . 本 题 的 诀窍 却 是 利用 


六 tb 等 . 即 在 AB, AC 上 分 别 取 C', B' ,使 AC” =AC = b, AB = AB = c. 易 知 这 时 
BO = BOG, MAPABG 于 上 则 
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i <#7 2 CQ+3z B= 方 za. (7) 

于 是 wb 十 亏 wc < 六 za. 
即 ,全 二 uv 上 二 并 (8) 
同样 有 ve 2+u: <y, (9) 
a (10) 


《8)，(9),，(10) 相 加 得 
st 
之 2(u 十 v 十 沁 ). 
尼 迪 斯 - 莫 德 尔 不 等 式 有 很 多 应 用 . 
保 圆 内 接 六 边 形 ABCDEF 中 , AB = BC, CD = DE, EF = FA. 求证 
AB+BC+CD+DE++EF+FA > AD+BE+CE. (11) 


解 设 BE 与 DF 相交 于 工 , 则 


LFLB = ~(FE + +CB )= 90°, 


过 
2 
即 BL 是 ABFD 的 高 . 

同 理 , 设 AD, CF 分别 交 BF, BD 于 N, M, 则 DN, FM 分 
别 为 BF，BD 上 的 高 . 因此 ,BL, DN， FM 交 于 一 点 ,这 点 就 是 
ABFD 的 垂 心 H. 

由 于 二 HDL = AEDL, HLD = /ELD = 90°, DL 三 
DL ,所 以 和 作 HDL 2 人 EDL, 


HE = HL+LE = 2HL, 
HD = DE. 


同 理 HC = 2HM, HA = 2HN, 
HB = BC, HF = AF. 
由 厄 迪 斯 - 莫 德 尔 不 等 式 , 得 


DB 二 HEF 二 ED 三 2CL 二 EM 十 EN) 
= HE+ HC+ HA. 
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所 以 2(HB + HF + HD) 二 HE+HC+HA+HB+ HEFT+ HD 
AD+BETCE; 


即 (11) 式 成 立 . 
有 设 P 为 人 ABC 内 一 点 .求证 PAB,， PBC,， /PCA 中 至 少 有 一 个 小 于 
或 等 于 30 . 
解法 一 设 P 到 BC, CA, AB 的 距离 分 别 为 u,v, zw. 则 


PA 十 PB 十 PC 三 2 十 o 十 zu， A 
所 以 三 个 不 等 式 A 
PAi>3 2020, PB > PC 2 RN 
中 至 少 有 一 个 成 立 ,不 妨 设 PA 之 2w， pp 
即 sina 二 吉 达 广 . 图 40-7 
于 是 有 a 过 30" 或 a 宇 150.. 


在 a 三 150 时 ,8, y 均 小 于 等 于 30 . 

解法 二 ”本 例 也 可 不 用 厄 迪 斯 - 莫 德 尔 不 等 式 来 证 . 

如 果 a 十 8 十 7 过 90 ,那么 <，8,， 7 中 至 少 有 一 个 二 30.. 
如 果 十 8 十 y 二 90" ,那么 w 十 B 十 Y 三 90". 因为 


u 


: Tu U 靳 ”人 站 ; / 
Sioasin SA SiN 
Pmy— pA PB "PE Bsiny 


让 / 4 站 / 3 
sina 十 sing 十 siny 


< 3 (算术 -几何 平均 不 等 式 ) 
RE 人 (Csinz 的 凸 性 ) 

1 
二 8 


所 以 sina，sin B，sin y 中 至 少 有 一 个 小 于 等 于 1/2, 从 而 结论 成 立 . 
从 解法 二 可 以 看 出 厄 迪 斯 - 莫 德 尔 不 等 式 相 当 于 某 个 盟 数 的 凸 性 . 
不 等 式 与 极 值 关系 密切 . 
已 知 边 长 为 4 的 正三 角形 ABC，D, E, FF 分别 在 BC, CA, AB 上 ,并 且 
AE == BF 二 CD = 1. 连结 AD，BE, CF, 交 成 八 RQS. PP 点 在 人 ARQS 内 部 及 其 边 上 移 
动 . 己 到 人 A 人 ABC 三 边 的 距离 为 u,v, w. 
(a) 求证 : 当 书 点 在 ARQsS 的 顶点 位 置 时 ,乘积 www 有 最 小 值 . 


第 40 讲 几何 不 等 式 


(b) 求 出 uwvw 的 最 小 值 . 

解 ” 对 于 变数 较 多 的 问题 ,我 们 常常 将 某 几 个 变数 先 固 定 不 
动 ,考察 函数 值 (在 其 他 变数 变化 时 ) 的 变化 情况 . 例如 ,我 们 先 固 
定 ,也 就 是 让 PP 在 与 BC 平行 的 直线 上 变动 ,看 看 uvw 的 变化 
情况 . 

极 值 通常 在 边界 或 内 部 的 特殊 点 达到 . 因此 我 们 首先 证 明 当 
P 沿 着 与 BC 平行 的 直线 移动 时 ,到 达 边 界 , 即 沿 着 人 RQS 的 边 
时 ,uww 最 小 . 然后 再 证 明 当 书 沿 着 边 移 动 时 ,在 边 的 边界 即 顶 
点 处 ,取得 最 小 值 . 

但 人 RQs 的 边 不 与 AABC 的 边 平行 ,因此 上 述 计 划 的 第 二 
步 难以 实现 . 为 了 克服 这 一 困难 ,我 们 过 R，Q，S 作 直 线 与 
和 人 ABC 的 边 平行 , 交 成 六 边 形 RR'QQ SS (图 40-9). uww 如 果 
在 六 边 形 的 项 点 R，Q,，S 处 取得 最 小 值 ,那么 在 较 小 的 ARQS 
上 ,R, Q, S 处 的 值 也 必然 小 . 

对 任 一 点 ,过 P 作 BC 的 平行 线 交 六 边 形 的 边 于 P, P;. 
由 于 wu* BC 十 v。AC 十 w，AB 一 2。SAac = 8V3, U 十 v 十 ww 二 2V3. 所 以 在 固定 
时 ( 即 己 在 线段 P, P: 上 移动 ) ,uvw 在 v 与 w 的 差 最 大 时 ,也 就 是 PP 移动 到 端点 Pi 或 
P: 时 ,取得 最 小 值 . 不 妨 设 在 P, 处 取 最 小 值 . 同样 , 当 P 在 RQ 上 移动 时 ,uvw 在 Q 
或 R' 处 取 最 小 值 ,也 就 是 uvw 在 Q 或 R 处 取 最 小 值 . 

容易 知道 ,在 R 处 (同样 在 Q,，S 处 )， 


和 癌 量 或 复数 在 几何 不 等 式 中 也 有 不 少 应 用 . 
P 为 和 人 ABC 内 一 点 ,证 明 : 


P4 十 PB 二 PC 和 过 max(Ca 十 bp 十 cc 十 a)， (12) 


其 中 4a, b,c 为 人 ABC 的 三 边 . 
解 ” 过 PP 作 直 线 分别 交 AB，, AC 于 P,P;. 则 由 分 点 公式 
Ms i RP 
取 模 得 AP 雪人 AP， 十 A2AP，. 


同样 BP < UBP: FHPs, 
CP 2 WPF 


三 式 相 加 得 
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PA PBT 
过 AA(PiA 二 PiB 十 P10) 十 %2(P;A 二 PB 十 PC). 


不 妨 设 PA 十 P1B 十 PI.C 志 PA 十 PB 十 PzC. 这 时 
PA+PB+PC<< PA+PB+P,C. 


同 理 P,A++ PB+ PC<max(AA +AB+AC, CA 十 CB 十 CC) 


一 max(b 十 c， Cc 十 a). 


因此 (12) 成 立 . 


例 9 与 例 8 类似, 都 是 先 将 P 点 移 至 三 角形 的 边界 ,再 将 P 从 边界 (三 角形 的 边 ) 


移 到 边界 的 边界 , 即 三 角形 的 顶点 . 


. 证 明 : (二 + 


, G 为 人 ABC 的 重心 ,证 明 : sin CAG 十 sin 人 人 CBG < 


当然 , 例 9 利用 重心 坐标 更 为 简单 . 


' ” \ i a i ea 臣下 党 ri 二 和 tN es | 04 3 
ine - 、 PE 关 1 村 FE™ 题 40 EPR Ce 司 江 、 J 生计 A Md 
i a 


.在 人 ABC 的 边 AC，BC 上 分 别 取 M,N, 在 线段 MN 上 取 点 L,， 八 ABC, 八 AML， 


人 BNL 的 面积 分 别 为 S, P, Q. 证 明 : YS YP 十 YQ. 


. 设 人 ABC 的 边 长 为 a， 已， cy 面积 为 9, 证 明 : 


az 十 刀 十 c 宇 4V3S 十 (a 一 上 :十 (6 一 0 十 (c 一 a)“. 


. 设 八 ABC 的 外 接 圆 半 径 为 尺 ,内 切 圆 半径 为 r, 最 大 的 高 为 hs。, 最 小 的 高 为 h. 证 


明 : 在 三 角形 不 是 印 角 三 角形 时 , h. 达 RR 十 + 之 hh。. 


.点 P,Q, RR 分 别 在 八 ABC 的 边 BC, CA, AB 上 ,并 且 将 周 长 三 等 分 ( 即 PC 十 CQ 


二 QA 十 AR = RB 十 BP). 证 明 : 八 PQR 的 周 长 不 小 于 AABC 的 周 长 的 一 半 . 


. 设 m 为 AABC 的 BC 边 上 的 中 线 , 已 知 BC = a,AC 一 b， AB =c, 证 明 : 


dmm. 之 2a2 一 402 一 4c: 十 9pc， 


十 一 Gr mm 
pe 2 


6b 


, 锐角 三 角形 的 三 条 中 线 组 成 的 三 角形 , 它 的 外 接 国 半径 大 于 原 三 角形 外 接 园 半 径 的 局， 
,在 八 ABC 中 , 设 志 三， 上 为 角 平 分 线 的 长 , 角 平 分 线 分 别 交 外 接 国 于 也， Q,，R， 


3 


Ls 
证 明 ， 一 一 一 一 一 之 
他 CRein © 


ts 
APsin: A 下 BQsin: B 


. 设 锐角 三 角形 ABC 的 外 心 为 0, 外 接 圆 半 径 为 RAO 交 人 OBC 的 外 接 圆 于 D，BO 


交 八 OCA 的 外 接 圆 于 下 ,CO 交 八 OAB 的 外 接 贺 于 F. 证明 : OD * OE * OF 之 8R. 
2 
所 


第 41 讲 组 合 几 何 (一) 


几何 中 一 些 具 有 组 合 性 质 的 问题 ,被 归 入 组 合 几 何 , 按 厄 迪 斯 的 说 法 , 凸 性 、 覆 盖 、 
嵌入 .计数 .几何 不 等 式 都 属于 这 一 类 . 

和 平面 上 已 给 4n 十 1 个 点 ,每 三 点 不 共 线 .证明 可 以 用 其 中 的 4n 个 点 组 成 2n 
对 ,连结 每 对 点 的 2n 条 线段 至 少 有 ?7 个 不 同 的 交点 ， 

解 ” 先 考虑 最 简单 的 情况 , 即 已 给 5 个 点 (n = 1), 要 证 明 有 两 条 连结 这 些 点 的 线 
段 相 交 ( 在 内 部 的 点 ). 

熟知 凸 四 边 形 的 对 角 线 (线段 ) 相 交 . 因此 ,只 需 证 明 

在 五 个 一 般 位 置 的 点 ( 即 每 三 点 不 共 线 ) 中 , 必 有 四 点 组 成 凸 四 边 形 . 

已 知 五 点 中 ,每 三 点 组 成 一 个 三 角形 . 
设 其 中 面积 最 大 的 为 人 ABC. 过 A, B,C 分 1 
别 作对 边 的 平行 线 ,它们 围 成 人 AA“ BC (如 4(n 一 ]) 个 点 
于 

由 于 AABC 的 面积 最 大 ,其 他 两 点 D， \、 
E 必 与 A' 在 直线 B'C' 同 一 侧 , 进 而 D, EE 均 A 
在 人 A'B'C' 内 . 代 

如 果 有 一 点 局 在 八 A'BC 中 ,那么 四 边 形 ABCD 是 凸 的 (每 个 内 角 均 小 于 180 ). 
因此 ,可 以 设 D, 巨 均 在 人 AABC 中 . A, B,C 中 必 有 两 点 在 直线 DE 的 同一 侧 , 设 B,C 
在 DE 的 同 侧 , 这 时 四 边 形 BCED 是 凸 四 边 形 . 

对 于 一 般 情 况 ,当然 利用 归纳 法 . 先 取出 5 个 点 . 由 上 面 所 证 ,其 中 有 两 对 点 ,组 成 
的 两 条 线段 有 交点 . 去 掉 这 两 对 点 后 , 4n 十 1 个 点 中 还 剩 下 4(n 一 1) 十 1 个 点 ,援引 归纳 
假设 ,又 得 到 一 1 个 交点 . 困难 在 于 如 何 保证 这 一 1 个 交点 与 上 面 的 1 个 交点 不 同 . 

只 要 对 开始 所 取 的 5 个 点 略 加 限制 就 可 以 克服 上 述 困 难 . 为 此 , 取 一 条 直线 1, / 与 
已 知 点 中 每 两 点 的 连 线 均 不 平行 . 将 :平行 移动 ,开始 时 ,已 知 点 在 上 同一 侧 ,经 过 移动 
可 以 使 1 的 另 一 侧 的 点 数 逐 渐 增 加 ,由 0 至 5( 每 次 增加 1 个 ). 设 其 中 B 与 E、C 与 D 
这 两 对 点 所 成 线段 相交 于 Q, 剩 下 一 点 A 与 其 他 4(n 一 1) 个 点 ,可 产生 2(n 一 1) 条 线段 
及 n 一 1 个 不 同 的 交点 ,这 些 线段 中 至 多 有 一 条 (以 A 为 端点 的 ) 例 外 ,其 他 的 完全 在 ! 
的 一 侧 (Q 的 异 侧 ) ,因而 一 1 个 交点 均 与 Q 蜡 侧 . 这 就 得 到 了 个 不 同 的 交点 . 

注 ”GQG)“ 侧 ”是 一 个 有 用 的 概念 ,组 合 几何 中 经 常用 到 . 

(i) 有 限 性 ,也 是 极 重 要 的 . 例 1 中 两 次 用 到 : 三 角形 个 数 有 限 , 所 以 面积 中 有 最 
大 的 ;有 限 个 点 的 连 线 为 有 限 多 条 ,所 以 有 与 它们 均 不 平行 的 直线 !( 不 过 ,在 例 1 中 即 
使 对 ! 不 加 这 一 限制 ,证 明 只 需 略 加 修改 仍然 适用 ). 

如 果 点 集 M 具有 性 质 : 


全、 A B' 
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对 于 集 M 中 任意 两 点 A, B, 线 段 AB 上 的 点 都 属于 M ,那么 集 M 称 为 凸 集 . 

凸 多 边 形 , 圆 , 平 面 , 半 平 面 (无 论 包括 边界 还 是 不 包括 边界 ) 都 是 凸 集 . 

容易 知道 凸 集 的 交 仍 是 凸 集 . 

对 任 一 点 集 M( 不 一 定 是 凸 的 ) ,包含 它 的 所 有 凸 集 的 交 称 为 M 的 凸 包 , 记 为 M. M 
是 包含 M 的 最 小 凸 集 . 当 M 是 凸 集 时 , M = M. 

有 限 点 集 的 凸 包 是 一 个 凸 多 边 形 , 它 的 顶点 是 这 有 限 点 集中 的 点 . 

利用 凸 包 的 知识 , 例 1 的 第 一 部 分 可 以 证 明 如 下 : 

考虑 5 个 点 A, B,C, D, EE 的 凸 包 . 

如 果 凸 包 为 五 边 形 ABCDE ,那么 其 中 任 四 点 成 凸 四 边 形 . 

如 果 凸 包 为 四 边 形 ,结论 显然 . 

如 果 凸 包 为 AABC, 那 么 与 前 面相 同 ,四 边 形 BCED 为 凸 四 边 形 . 

由 于 已 知 每 三 点 不 共 线 ,所 以 凸 包 不 会 为 线段 或 点 ,这 就 穷尽 了 一 切 可 能 的 情况 . 

已 给 100 个 点 .证 明 可 以 用 某 些 互 不 相交 的 圆 ( 盘 ) 覆 盖 这 些 点 ,并 且 圆 的 

直径 的 和 小 于 100, 任 两 个 圆 的 距离 都 大 于 1( 点 集 M，N 之 间 的 距离 指 线段 AB 的 最 
小 值 ,其 中 A 为 M 中 任 一 点 ,B 为 N 中 任 一 点 ). 

解 ” 如 果 两 个 圆 盘 ( 指 圆周 及 其 内 部 ) 有 公共 点 ,那么 它们 间 
的 距离 为 零 . 如 果 QO, ，EO; 外 离 , 设 O10O; 交 两 圆 于 C, D, E， 
F( 如 图 41-2) ,那么 两 个 圆 的 距离 为 线段 DE 的 长 ,显然 以 CF “《 
为 直径 的 圆 覆盖 OO ，©O,. CF 等 于 DO ，@O, 的 直径 之 和 再 
加 上 DE. 

在 本 题 中 ,以 每 一 点 为 圆心 , 正 数 。 为 半径 作 圆 . 当 e 足够 小 7 
时 ,这 些 圆 的 直径 之 和 小 于 100. 如 果 每 两 点 之 间 的 距离 大 于 1, 那 么 e 足够 小 时 ,这 些 
圆 之 间 的 距离 也 都 大 于 1, 它 们 即 为 所 求 的 圆 . 

如 果 某 两 点 之 间 的 距离 小 于 等 于 1, 那么 将 相应 的 OO, ，@O, 换 作 覆盖 它们 的 圆 
QO, 直 径 的 总 和 至 多 增加 1. 如 果 还 有 两 个 圆 之 间 的 距离 小 于 等 于 1, 继 续 将 它们 换 成 
一 个 覆盖 圆 ,如 此 进行 下 去 ,每 次 直径 之 和 至 多 增加 1. 最 后 每 两 个 圆 之 间 的 距离 大 于 


1 ,或 只 剩 下 一 个 圆 ,直径 的 和 至 多 为 200e 十 99. 在 开始 时 取 。 一 -上 , 则 最 后 剩 下 的 圆 
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即 为 所 求 . 

例 2 中 将 一 些 圆 (包括 点 圆 多 膨胀 "或 “收缩 ”为 半径 较 大 (小 ) 的 圆 ,这 是 覆盖 中 
贡 用 的 “ 胀 缩 法 ” 

总 又 在 半径 为 16 的 圆 中 有 650 个 红 点 . 证 明 有 一 个 内 半径 为 2、 外 半径 为 3 的 
圆 环 ,在 这 环 内 至 少 有 10 个 红 点 . 

解 ” 如果 有 这 样 的 环 ,那么 它 的 中 心 O 至少 与 10 个 红 点 的 距离 小 于 等 于 3, 同 时 
大 于 等 于 2. 


中 


第 41 讲 组 合 几 何 (一 ) 


以 每 个 红 点 为 圆心 ,2 为 内 半径 ,3 为 外 半径 作 圆 环 , 则 O 至 少 被 10 个 圆 环 覆 盖 . 
所 作 的 圆 环 ,每 个 面积 为 x(3: 一 22) = 5x, 总 面积 为 650 X 5r. 这 些 圆 环 完全 在 与 


已 知 圆 同心 ,半径 为 16 十 3 的 圆 内 ,这 圆 的 面积 为 19x. 由 于 入 半 下 > 9, 所 以 在 这 


圆 内 至 少 有 一 点 被 10 个 上 面 所作 的 圆 环 覆盖 . 反 过 来 ,以 这 点 为 圆心 ,2 为 内 半径 、3 为 
外 半径 的 圆 环 至 少 覆 盖 10 个 点 . 
.证明 在 周 长 为 之 ,面积 为 S 的 凸 多 边 形 中 ,可 和 骨 和 一 个 半径 为 S/p 的 圆 . 

解 ” 对 每 条 边 ,向 多 边 形 内 作 一 个 矩形 ,矩形 的 一 条 边 是 a;, 另 一 条 边 是 S/p. 这 
些 和 矩形 的 面积 之 和 为 2)a; * S/p = 5. 

由 于 凸 多 边 形 的 内 角 小 于 180", 所 以 每 两 个 相 邻 矩 形 有 重奏 部 分 ,这 些 矩 形 覆 盖 
的 实际 面积 小 于 S. 因而 凸 多 边 形 中 必 有 一 点 O 未 被 这 些 矩 形 覆 盖 , 换 句 话说 ,O 到 各 
边 的 距离 均 大 于 S/p. 从 而 以 O 为 圆心 ,S/z 为 半径 的 圆 完 全 在 多 边 形 内 . 

例 3、 例 4 的 手法 有 类 似 之 处 . 

有 在 一 个 面积 为 1 的 正三 角形 内 任 放 5 个 点 . 证 明 可 作 3 个 三 条 边 分 别 与 原 


三 角形 的 边 平行 的 正三 角形 覆盖 这 5 个 点 ,这 3 个 正三 角形 的 面积 之 和 $= (10) +e， 


e 为 任意 正 数 . 

解 ” 设 4 为 区 间 (0， 1) 中 的 数 .在 AB 上 取 Bi ,使 BB = 二 4，BA, 在 AC TH 
使 COC = 二 4.，CA. 则 人 ABiC 是 正三 角形 ,面积 为 (1 一 4)*. 如 果 这 个 三 角形 的 内 部 至 
少 和 覆盖 3 个 已 知 点 ,那么 还 可 将 BC, 适当 向 上 平移 ,使 AAB,C, 仍然 覆盖 3 个 已 知 
所 . 另 两 个 已 知 点 可 各 用 一 个 任意 小 的 正三 角形 覆盖 . 因此 ,可 用 面积 和 不 超过 (1 一 
4)” 的 3 个 正三 角形 将 已 知 5 点 覆盖 . 

类 似 地 ,在 BA，BC 上 分 别 取 Ai, Ci, 使 AA1 = MAB, 0C, = XCB. 如 果 人 Ai, BC， 
的 内 部 至 少 覆 盖 3 个 已 知 点 ,那么 可 用 面积 和 不 超过 (1 一 1)2 的 3 个 正三 角形 将 已 知 5 
点 覆盖 . 

如 果 信 ABiC,， 作 AlBC; 的 内 部 覆盖 的 点 均 少 于 3, 那 么 
它们 的 并 集 至 多 覆盖 4 个 点 ,从 而 图 41-3 的 菱形 CC FC, 中 
至 少 有 1 个 已 知 点 . 

类 似 地 ,定义 A,，B, 等 . 如 果 不 能 用 面积 和 不 大 于 (1 一 
4)” 的 3 个 正三 角形 将 5 个 已 知 点 覆盖 ,那么 萎 形 AA, DA,，， 
BB1EB, 中 均 至 少 有 1 个 已 知 点 . 

如 果 三 个 萎 形 AA1 DA,，BB,EB,，CC FC, 中 均 只 有 1 
个 已 知 点 ,那么 无 论 其 他 两 个 点 怎样 分 布 , 均 可 用 人 ABC ， 
AAA BC,，A4:B:C 中 的 一 个 将 它们 覆盖 ,从 而 S 过 (一)7. 因此 ,我 们 设 萎 形 
AA1DA, 中 恰 有 两 个 已 知 点 , 另 两 个 菱形 中 均 至 少 有 1 个 已 知 点 ,第 5 个 已 知 点 在 梯形 
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BCC1B 中 . 
过 BiCi 中 点 G 作 AB, AC 的 平行 线 与 原 三 角形 的 边 相 截 得 到 的 两 个 正三 角形 中 
至 少 有 一 个 包含 第 5 个 已 知 点 . 不妨 设 图 41-3 中 人 有 IC 覆盖 两 个 已 知 点 . 由 于 


CH = CCi 十 去 AC1 = (4 十 4). ‘AC = (二) AC, 


所 以 人 HIC 的 面积 为 (本 二 2) 


过 DD 作 BC 的 平行 线 截 原 三 角形 得 出 一 个 正三 角形 ,面积 为 AAA,A: 的 4 售 , 即 
4 , 它 覆 盖 萎 形 AA, DA, 中 的 两 个 已 知 点 . 
区 形 BB,EB: 中 的 一 个 已 知 点 可 用 面积 任意 小 的 正三 角形 覆盖 ,因此 3 个 正三 角 


形 的 面积 之 和 比 (+ 吉 4) 十 4)2 略 大 ， 
综 上 所 述 , 我 们 可 以 用 三 条 边 与 AABC 的 边 分 别 平 行 的 正三 角形 覆盖 已 知 5 点 ， 
它们 的 面积 之 和 
S < max( (1 一 1)2 ,412 十 (本 了 2) )+e, 许多 


其 中 为 任意 正 数 . 
现在 确定 ,使 (1) 式 右 端 为 最 小 . 易 知 (1 一 4)? 是 减 函数 ,4)2 十 (十 4) 是 增 函 数 
WE to, 0 
从 图 41-4 可 以 看 出 在 f(x) 递增 , g(x) 递减 时 ,y= 二 ?> 
max(f(x)，g(X)) 的 图 象 由 粗 线 表 示 ( 我 们 假定 y= f(x), y 
二 g(x) 都 是 连续 的 曲线 ) ,这 函数 在 


y=f(z) 


f(r) = g(x) (2) 
OO 立 
时 取得 最 小 值 . 41-4 
2 
于 是 ;由 。 GQ 一)? =? 站 (一 ?) (3) 
过 10\? 
得 出 4 二 总, 从 而 5 1 ee (4) 


注 (i) (4) 中 的 e 不 能 省 去 . 例如 5 个 已 知 点 为 A, B, C, D, G( 图 41-3), 则 用 面 
积 和 为 ( 执 )】 的 3 个 边 平行 于 人 ABC 的 边 的 正三 角形 不 能 覆盖 这 5 个 点 . 由 此 可 见 


(4) 中 的 ( 扑 ) 是 最 佳 的 ,不 能 用 更 小 的 值 代替. 


第 41 讲 组 合 几 何 (一 ) 


(iD 虽然 在 一 开始 就 可 以 用 15 来 代替 ,但 1 (或 艺 ) 是 怎么 得 出 的 呢 ? 我 们 的 解 
法 便 是 这 一 问题 的 答案 . 第 二 届 全 国 中 学 生 冬 令 营 的 试题 中 结论 是 比 (二 ) 差 的 


0. 64( 即 ( 羡 ) ). 上 面 的 解法 保留 了 对 的 选择 ,从 而 导出 最 佳 结果 


(iii) 求 min max(f(x), g(x)) 或 max min(f(x), g(x)) 是 一 类 问题 . 通常 在 满足 
(2) 的 工 处 达到 min max 或 max min. 

(iv) 省 略 题 中 的 “ 正 ” 字 , 即 考虑 任意 三 角形 ,结论 与 推导 均 仍 然 有 效 . 

1 能 否 在 边 长 为 1 的 正方 形 内 取 1 704 个 点 ,使 得 任何 包含 在 正方 形 内 的 、 边 


平行 于 正方 形 的 边 的 、 面 积 为 65 的 矩形 内 部 都 至 少 含有 一 个 取 定 的 点 ? 

解 答案 是 肯定 的 . 我 们 采用 构造 法 来 证 明 , 即 给 出 这 1 704 个 点 的 取 法 . 

不 妨 设 已 知 正方 形 为 {(z，?) | 0 过 zx, y 过 1}. 首先 在 中 间 的 横 线 y = 十 上 均匀 
地 取 200 个 点 ; 


k 1 
(go | 凤 ， ee 200. 4 
这 样 打 好 200 个 “ 木 桩 ”后 ,由 于 木 桩 间 的 距离 为 5 a 20 所 十 


OO 
以 宽 为 地 5 的 逢 形 ( 木 片 ) 无 法 通过 . 而 面积 为 于 -的 矩形 M, 长 a 图 41-5 
入 1 ,所 以 宽 0 > 500， 它 只 能 整个 地 在 y 一 去 的 上 方 ,或 者 整个 地 在 y 一 十 的 下 方 . 妈 


再 在 直线 y 一 地 与 一 辽 上 各 打 100 个 木 桩 ( 取 100 个 点 ): 
Be id R13 
(证 1) ( 视 ， 3 & 一 1 4 ea 100. 
木 桂 间 的 距离 -51 < 100 扩 和 所 以 逢 形 M 不 能 通过 直线 y 二 土 或 y 一 了, 它 只 能 整 
个 地 在 直线 y = 子 , y = 去 ，y = 立 所 分 成 的 四 个 矩形 的 某 一 个 中 


这 样 继续 下 去 ,对 于 m 一 2，3，…，7， 在 直线 y 一 (2n 一 ] 2 (LR 上 
匀 地 取 [200/2"] 个 点 : 
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Rk 2 
(Tao072J TF1’ 2 )* k= 1, 2, ,L200/2"]. 


TT 
200 十 100X2 十 50X4 十 25X8 十 12X16 十 6X32 十 3X64 十 1X 128 = 1704 


个 点 . 由 于 恒 有 了 0 4 三 玄 及 F2007 训 TI 达到 6X2" 志 9 所 以 矩形 M 不 能 通过 
每 首相 所 成 的 模 线 ,也 不 能 完 天 地 洲 到 这 些 可 线 之 上 的 矩形 内 . 换 句 话说 ,这 样 的 抵 
形 M 内 部 必须 含有 所 取 的 点 . 

覆盖 也 是 组 合 几 何 中 的 重要 问题 ,其 中 特别 著名 的 是 海 莱 (E. Helly，1884 一 1943) 
定理 ， 

设 平面 上 有 n(n 之 3) 个 凸 集 M ，M:，…，M,. 如 果 其 中 每 三 个 都 有 公共 点 ,那么 
这 个 凸 集 也 有 公共 点 . 

海 莱 定 理 有 各 种 变形 与 推广 . 例如 “n 个 凸 集 ? 可 改 为 "无限 多 个 凸 形 ” 这 里 凸 形 指 
有 界 的 闭 凸 集 . 

关于 禾 盖 与 海 莱 定 理 可 参阅 ( 徐 盖 )( 单 增 著 , 上 海 教育 出 版 社 1983 年 出 版 ). 这 里 
仅 举 一 个 例子 . 

加 加 ”已 知 一 个 平面 有 界 图 形 M, 证 明 平 面 上 存在 一 点 P, 过 P 的 任 一 条 直线 分 


M 为 两 个 部 分 ,每 一 部 分 的 面积 都 不 小 于 寺 | M |. 这 里 1M| 表 示 M 的 面积 


解 “考虑 所 有 含 M 的 面积 大 于 1M| 的 闭 半 平 面 ( 即 一 条 直线 ! 的 一 侧 ,包括 这 


条 直线 在 内 ). 
因为 M 有 界 , 可 以 假定 M 在 一 个 大 的 闭 正 方形 S 内 .上述 闭 半 平 面 与 S 的 交 是 凸 
形 . 其 中 每 三 个 凸 形 的 补 集 , 所 含 M 的 面积 


<3x31IMI=|M|. 


因而 M 必 有 一 点 不 属于 这 三 个 凸 形 的 补 集 . 换 句 话说 ,这 点 是 三 个 凸 形 的 公共 点 . 
根据 海 莱 定 理 ,这 无 限 多 个 凸 形 有 公共 点 P. 我 们 证 明 PP 符合 要 求 . 


如 图 41-6, 过 己任 作 一 条 直线 !, 假 如 M 在/ 的 左 侧 的 面积 小 于 寺 1M|. 这 时 M 在 
1 的 右 侧 的 面积 大 于 硅 |M|. 因而 可 作 一 条 在 ! 右 侧 的 直线 1 // ,使 得 M 在 1 右 侧 的 
面积 仍 大 于 二 |M| ,但 右 侧 的 闭 半 平 面 不 含 P 点 ,与 上 面 P 的 定义 矛盾 .所 以 M 在 1 
左 侧 的 面积 不 小 于 亏 |M|. 因此 P 具 有 所 述 性 质 . 


第 41 讲 组 合 几 何 (一 ) 


, ei 
2 


图 41-6 图 41-7 


也 不 能 改 为 更 大 的 数 . 例如 M 由 三 个 互相 外 离 的 等 圆 组 成 (图 41-7), 革 就 是 最 信 


结果 .但 在 M 为 凸 集 时 , 坊 可 改 为 4 


10. 


习 题 41 


.在 平面 上 已 给 5 点 ,连结 这 些 点 的 直线 互 不 平行 , 互 不 重 直 ,也 互 不 重合 . 过 每 点 向 


其 他 四 点 所 连 直线 作 重 线 . 这 些 重 线 至 多 有 多 少 个 交点 (已 知 5 点 除外 )? 


， 平面 上 给 定 100 个 点 ,其 中 任 三 点 可 组 成 三 角形 .证明 :至 多 有 70 听 的 三 角形 为 锐 


角 三 角形 . 


.平面 上 给 定 n(n 二 4) 个 点 ,每 三 点 不 共 线 . 证明 至 少 有 C2 ， 个 西 四 边 形 以 已 知 点 


为 顶点 . 


。 m Xn 的 棋盘 ,能 否 用 1X2 的 骨牌 铺 满 而 没有 有 裂缝 (有 和 裂缝 即 可 以 沿 一 条 直线 将 棋 


盘 分 成 两 部 分 ,并 且 这 条 直线 不 穿 过 任 一 骨牌 )? 这 里 mn 为 正 偶数 ， 


. 边 长 为 1 的 正方 形 内 有 一 条 长 度 为 1 000 的 (自身 不 相交 的 ) 折 线 ,证 明 : 有 一 条 和 与 


正方 形 的 边 平行 的 直线 , 它 与 折线 至 少 有 500 个 交点 . 


， 在 边 长 为 1 的 正方 形 内 给 定 n? 个 点 .证 明 : 一 定 存 在 连结 这 好 个 点 的 一 条 折线 ,其 


长 度 不 超过 2n. 


， 树林 中 任意 两 棵 树 之 间 的 距离 不 超过 它们 的 高 度 之 差 , 所 有 树 的 高 度 均 小 于 


100 m. 证 明 :可 以 用 长 度 为 200 m 的 篇 区 将 树林 围 起 来 . 


在 单位 正方 形 内 能 否 找 到 两 个 点 ,将 每 个 点 与 正方 形 的 顶点 连结 起 来 ,这 些 线段 将 


正方 形 分 成 9 份 ,各 份 面积 相等 ? 


， 用 2n(n 二 1) 条 直线 将 平面 分 成 若干 部 分 . 这 些 直线 中 任 两 条 不 平行 , 任 三 条 不 交 


于 一 点 . 所 分 成 的 部 分 中 有 一 些 是 角 ( 即 由 一 点 引出 的 两 条 射线 所 组 成 的 图 形 ). 证 
明 角 的 个 数 少 于 2n. 

在 平面 上 ,由 若干 条 直线 组 成 集合 A. 已 知 对 A 的 任意 由 k? 十 1 (R 三 3) 条 直线 组 
成 的 子 集 B, 都 有 上 个 点 ,使 得 BB 中 任意 一 条 直线 至 少 过 这 尼 个 点 中 的 一 个 点 .证 
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明 ; 对 于 子 集 有 ,也 可 找到 尼 个 点 ,使 得 A 中 任意 一 条 直线 至 少 过 这 有 个 点 中 的 一 
11. 圆周 上 的 4n 个 点 交替 地 染 为 蓝 色 和 黄色 ,将 其 中 的 2n 个 蓝 点 分 成 n 对 ,并 将 每 对 
中 的 两 个 点 用 一 条 蓝 色 的 弦 相 连 . 对 黄 点 也 进行 类 似 的 操作 ,而 得 到 n 条 黄色 的 
蓄 . 已 知 这 些 弦 中 任意 三 条 弦 不 共 上 点, 证明; 至 少 有 nn 个 点 是 一 条 黄 弦 与 一 条 蓝 弦 
的 公共 点 . 
12. 在 一 个 6 X 6 的 棋盘 上 已 经 放 了 11 张 1X2 的 骨牌 .证 明 : 至 少 能 再 放 进 一 张 骨 牌 
” (每 张 骨 牌 恰 好 占据 棋盘 上 两 个 方 格 , 放 了 以 后 不 准 移动 ). 


152 


第 42 讲 组 合 几 何 ( 二 ) 


距离 ,是 组 合 几 何 中 关心 的 问题 . 

嗓 。Pi, P;,…, P, (二 3) 为 平面 上 nn 个 已 知 点 .线段 PiP,(i, 7 一 1，2，…， 
n，i 了 7) 中 值 7 出 现 的 次 数 记 为 g(r)，P,P, 的 最 小 值 为 ~. 证明; 

(a) g(ro) 委 37 一 06. 

] 3/2 

(b) g(r) 天 

解 (a)n = 二 3 时 ,显然 g(r) 三 3 = 3n 一 6. 

设 结论 对 n(n 三 3) 个 点 成 立 ,考虑 ?十 1 个 点 . 设 这 些 点 的 凸 包 有 一 个 顶点 Psi， 
则 乙 P。-- 到 180 . 

如 果 了 Tr PP sa Rs 那么 PRP 宇 60° (天 了) 这 样 ,从 Pn 至 多 引 
出 3 条 长 为 ro 的 线段 (否则 有 3 个 大 于 等 于 60° 的 角 以 Ph 为 顶点 ,与 人 Pa 二 180° 
矛盾 ). 去 掉 Pii 后 ,由 归纳 假设 ,至 多 有 3n 一 6 条 长 为 ro 的 线段 . 因此 ,这 ?十 1 个 点 所 
成 线段 中 g(ro) 过 3n 一 6 十 3 = 二 3(n 十 1) 一 6. 从 而 结论 对 一 切 自然 数 n 三 3 成 立 . 

可 以 证 明 max g(ro) = [3n 一 (12n 一 3)'?]. 

(b) 对 每 个 点 已 ,以 -为 半径 作 圆 , 设 圆 上 有 到 个 已 知 点 , 则 


Dn = 2g(7). C2 
考虑 以 已 知 点 为 两 个 端点 的 线段 . 显然 共有 Cs 条 ,其 中 成 为 所 作 圆 的 半径 及 弦 的 
至 少 Dk 十 2 Ci 一 C 条 (其 中 公共 纺 至 多 C2 条 ) ,因此 


.> le 
1 二 1] i=] 
即 


2 (Cm — 
结合 (1) 并 化 简 得 en > (gr))’, 


本 
从 而 g(r) 一 二 12 2. 
了 V2 


用 精深 的 工具 已 经 证 明 n 的 指数 3/2 可 以 减 小 为 4/3. 猜测 有 
SY CL ry 
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其 中 * 为 任 一 正 数 ,C (e) 为 与 < 有关 的 常数 (与 无关 ). 舅 一 方面 ,可 以 证 明 


a 
max g(r) > nalom,， 


其 中 c 为 常数 . 
8 在 例 1 中 , 设 PP;(l 达 i 二 j 达 nn) 中 有 上 & 个 不 同 值 . 证明 : 
ss (一半) 一 二 (2) 


解 设 已 为 (已 知 的 2 个 点 的 ) 凸 包 的 顶点 ， PiPi(i 二 2,3,…,n) 中 至 多 有 mm 个 
相等 , 则 显然 有 


km >. (3) 


设 PiP; == PP 三 … 王 已 Ps 则 P,P3,…， Pm 在 以 Pi 为 圆心 的 半圆 上 
(因为 已 是 凸 包 的 顶点 , 人 P 二 180 ). 不 妨 设 这 些 点 依照 顺 时 针 次 序 排列 , 则 


bs SS Se 


于 是 k 宇 m 一 1. (4) 
4 17 一] 加 

由 (3),(4) 得 k > max( 和 1). (5) 

(5) 的 右边 在 2 一 一 mm 一 1 (6) 


时 最 小 (参见 第 41 讲 例 5) ,由 (6) 解 出 mx, 从 而 


4 过 mm 一 1= (n 一 写 ) 一 十 (2) 


(2) 表明 上 宇 on'(c 为 常数 ). 已 经 证 明志 可 以 改进 为 一 s, 其 中 e 为 正 的 常数 . 
如 果 个 点 组 成 凸 多 边 形 ,可 以 证 明之 | 号 |. 猜测 这 时 存在 一 个 顶点 , 自 这 顶点 


至 少 引 出 | 号 | 条 长 度 互 不 相同 的 线段 


列 3 设 例 1 中 Pp; 的 最 大 值 为 l. 证 明 : 可 以 将 P 9 P,, + BB 分 为 三 组 ,每 一 
组 中 的 最 大 距离 小 于 1. 
解 n= 二 3 时 结论 显然 , 设 命题 对 n 一 1 成 立 . 
由 习题 42 第 1 题 ,在 nn 个 点 中 最 大 距离 1 至 多 出 现 次 . 于 是 必 有 一 点 已 ,与 它 
距离 为 1 的 点 至 多 两 个 . 
将 已 ; 去 掉 . 由 归纳 假设 ,其 余 的 n 一 1 个 点 可 以 分 为 三 组 ,每 一 组 中 的 最 大 距离 小 
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于 1. 这 三 组 中 必 有 一 组 ,这 组 中 的 点 与 Pi 的 距离 小 于 1, 将 已 加 入 这 组 , 则 每 一 组 中 
的 最 大 距离 仍 小 于 1. 

更 平面 无 穷 点 集 M 中 任 两 点 的 距离 为 整数 ,证 明 M 中 的 点 在 一 条 直线 上 . 

解 ” 采用 反 证 法 . 设 M 中 有 A, B,C 三 点 不 共 线 .MM 中 任 一 点 D 到 A, B 的 距离 
为 整数 ,因而 差 | DA 一 DB | 也 是 整数 . 这 差 小 于 等 于 AB, 所 以 只 有 有 限 多 种 取 值 . 对 
应 于 每 一 个 差 , 有 一 条 以 A, B 为 焦点 的 双 曲 线 ( 线 段 AB 的 垂直 平分 线 , 我 们 也 当 作 
双 曲 线 ). D 必 在 这 种 双 曲 线 上 . 

同 理 ,D 也 在 以 A, C 为 焦点 的 有 限 多 条 双 曲 线 ( 包 括 线 段 AC 的 垂直 平分 线 ) 上 ， 

每 两 条 双 曲 线 至 多 4 个 交点 ,从 而 DD 只 有 有 限 多 个 ,与 M 为 无 穷 集 矛盾 . 

四 了 ”平面 上 任 给 五 点 ,4 为 这 些 点 间 最 大 距离 与 最 小 距离 之 比 . 证 明 min ) = 
2sin 54 . 

解 ”考虑 这 五 点 的 凸 包 ML. 

(i) 若 凸 包 M 为 线段 A1A;, 则 对 已 知 点 A: ， 


AiA; o 
TEST A ed 


(ii) 若 凸 包 M 为 AAA:A: , 则 对 已 知 点 As4,， AiAiAi, 人 AiAiA;， 人 A;AAl 
中 必 有 一 个 不 小 于 120 ,不 妨 设 “AAA, 三 120, 则 由 余弦 定理 


A A A, 


A 
A; A, a 


(ii) (iii) (iv) 
42-1 


A1A3 之 AiAi 十 AAi 十 AIA， A:A， 
之 3(min(AiA', ,A,A )) 


从 而 三 V3 = 2sin 60° > 2sin 54°. 


AiA， 
min(A,A， ,AAA， 


(iii) 着 凸 包 M 为 凸 四 边 形 Ai;A:A:A,, 则 已 知 点 As 在 这 四 边 形 内 ,不 妨 设 A; 在 
和信 A1A,A; 中 ,情况 与 (it 相同 . 
(1vV) 若 西 包 M 为 凸 五 边 形 AliA,A;A,A; , 则 由 于 内 角 和 为 (5 a 2) xX 180” 540 ， 
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其 中 必 有 一 个 内 角 不 小 于 0 = 108" 设 人 Ai 三 108", 则 在 人 A1AsAs 中 ， 


A,A: 一 AAs 十 AlA: Sw 2AlA, @ AiA: COS Ai 
> A1A3 十 AlA: 十 2AlA, e AiAicos 人 
过 2(01 十 cos72 ) 。(min(A AAA,))2:， 


A2:Ai 用 十 zeos72 es 
从 而 rT 再 本 7 可: 3 2 7 一 2cos 36 2sin 54 ， (7) 


综合 以 上 情况 ,人 恒 有 7# 三 2sin 54”, 当 且 仅 当 五 点 组 成 正 五 边 形 时 等 号 成 立 . 
一 般 地 ,对 于 nn 三 3 个 点 ,用 4, 表示 这 些 点 间 的 最 大 距离 与 最 小 距离 的 比 , 则 


minAs = 1，minl, = V2, minAs = 2sin 54°, 


ai 
2n 


nT (n 一 3，4， Ds 6， …)， (8) 


当 n 三 6 时 ,(8) 中 的 等 号 不 成 立 . 

与 距离 类 似 , 也 可 以 考虑 角度 或 三 角形 (多 边 形 ) 的 面积 . 例如 已 知 半 个 点 ,以 其 中 
三 点 为 顶点 的 三 角形 有 多 少 种 不 同 的 面积 y 其 中 最 大 面积 与 最 小 ( 非 零 ) 面 积 的 比 mw 
的 最 小 值 是 多 少 ? 这 些 问题 往往 是 困难 的 . 厄 迪 斯 等 曾 证 明 当 n 宇 37 时 ， 


minp, = [2 | (9) 


猜想 在 n 二 5 时 ,(9) 成 立 . 而 


minps = as— (10) 


设 凸 四 边 形 ABCD 的 面积 为 1 ,求证 在 它 的 边 上 (包括 顶点 ) 或 内 部 可 以 找 
出 四 个 点 ,使 得 以 其 中 任意 三 点 为 顶点 所 构成 的 四 个 三 角形 的 面积 均 大 于 二 


解 ” 如 果 四 边 形 是 平行 四 边 形 , 那 么 四 个 顶点 即 为 所 求 . 

设 四 边 形 ABCD 不 是 平行 四 边 形 . 不 妨 设 BA,， CD 延长 后 相交 于 五 . 作 BC 的 平 
行 线 / 与 四 边 形 ABCD 的 边界 相交 于 下 ,G. 移动 /直至 FG 一 六 BC ( 当 1 由 BC 向 E 
平移 时 ,FG 逐渐 减 小 ), 则 下, G, C,，B 四 点 即 为 所 求 . 事实 上 ,在 图 42-2(a) 中 ,由 于 
SA Epc 2 今 四 边 形 ABCD 一 ]， 所 以 SAFBC SAcac 2 SAcFB es SAarc 下 Sa > 二 

在 图 42-2(b) 中 ,延长 CG 交 BA 的 延长 线 于 EE'. SA 二 Samcc (在 直线 AG 上 取 
电 使 GH = AG，, 则 由 于 FG 是 八 BE'C 的 中 位 线 ,G 平 分 E'C, 所 以 SA = SApoc， 
CH // BA. 由 于 CD 与 BA 相交 ,所 以 也 在 线段 GH 内 ) ,所 以 将 瓦 换 为 已 ", 上 面 的 推 
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图 42-2 


导 仍 然 有 效 . 
注 题目 中 “或 内 部 ”三 字 可 以 删 去 . 
格 点 也 是 组 合 几 何 研究 的 内 容 . 以 格 点 为 项 点 的 多 边 形 称 为 格 点 多 边 形 . 
h 攻 | 设 格 点 多 边 形 的 内 部 有 了 个 格 点 ,边界 上 有 P 卫 个 格 点 , 则 它 的 面积 


S= 太 +I 一 1. (11) 


解 ” 如 果 格 点 多 边 形 是 矩形 , 边 分 别 与 xz 轴 、y 轴 平 行 ,(11) 显 然 成 立 . 
如 果 格 点 多 边 形 是 直角 梯形 ,两 底 与 y 轴 平 行 ,将 这 梯形 ABCD 与 一 个 同样 的 梯 
形 拼 成 矩形 ABFE( 图 42-3(a)) ,对 于 这 和 矩形 有 


五 F C 
D B 
GG 
了 4 瑟瑟 
(a) (b) 
42-3 
Ss'—B+r—1, (12) 
其 中 S' = 29; (13) 
S',S 分 别 为 矩形 .梯形 的 面积 ， 
7 一 2T 十 也 ,， (14) 
,了 分别 为 矩形 、 梯 形 内 部 的 格 点 数 ,P' 为 线段 CD 内 部 的 格 点 数 . 
P’ 一 2(P 一 P 一 1)， (15) 


将 (13),(14),(15) 代 入 (12) 即 得 出 (11). 
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如 果 格 点 多 边 形 是 AABC( 图 42-3(b) ) ,那么 它 的 面积 
口 一 9 十 9: 一 9S3， (16) 
其 中 S; ，S;，S; 分 别 为 人 ACD ,梯形 CDEB、 八 ABE 的 面积 . 

将 (16) 右 边 的 面积 分 别 用 相应 的 公式 (11) 代 入 . 这 时 人 ABC 内 的 格 点 恰 被 计算 1 
次 ,人 AABE 内 的 每 个 格 点 贡献 为 0( 被 作为 十 1、 一 1 各 计算 1 次 ) ,线段 AB 内 部 的 每 个 
格 点 贡献 为 1/2( 即 1 一 1/2), 顶点 C 贡献 为 1( 即 1/2 十 1/2), A,B, 玉 贡献 为 0( 即 
1/2 一 1/2), DD 贡献 为 1/2( 即 1/2 十 1/2 一 1/2). 因此 ,最 后 仍 得 到 (11). 

每 个 格 点 多 边 形 可 以 分 解 为 格 点 三 角形 ,从 而 (11) 对 格 点 多 边 形成 立 . 

2 ” 证 明正 边 形 不 可 能 为 格 点 多 边 形 , 除 非 n = 二 4. 

解 ” 在 nn 三 7 时, 如果 正 7 边 形 AiA;…A， 是 格 点 多 边 形 ,我 们 将 边 Al A,，A,A;， 
…，AnAl 平移 ,使 端点 为 原点 O, 这 时 另 一 端 Bl ，B;,，…，B, 都 是 格 点 ,而 且 组 成 正 


边 形 ( 图 42-4). 这 个 正 n 边 形 的 边 长 为 OB1 ，2sin = AlA, .2sin 
A 人 B, 
4 B 
ra 
” CN 
图 42-4 


对 多 边 形 BB,…B, 作 同 样 的 处 理 , 产 生 一 个 格 点 多 边 形 , 它 是 正 多 边 形 , 边 长 为 
WM (2sin E ) , 
如 此 继续 下 去 ,由 于 2sin 3 < 2sin 全 一 1, 所 以 这 些 格 点 多 边 形 的 边 长 


A (2sin £) BW 


但 两 个 格 点 的 距离 至 少 为 1. 矛盾 表明 当 n 三 7 时 正 n 边 形 不 a 
可 能 是 格 点 多 边 形 . 入 
在 ?一 5 时 ,如 果 正 五 边 形 AAAsA,A; 是 格 点 多 边 形 ， 


4， As 
那么 连结 对 角 线 所 得 的 五 边 形 BiB;B;B,B; 也 是 正 五 边 形 . 由 VS Va 
于 四 边 形 A,A, BA; 是 平行 四 边 形 , 所 以 B 也 是 格 点 ,从 而 正 
五 边 形 BiB:B:B,B; 是 格 点 多 边 形 . 易 知 正 五 边 形 A; A, 
BiB;B3BiB; 的 边 长 = AIA，。4sin: 18"， 而 4sin2 18”= 图 42-5 
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(是 二 1) 一 1, 根据 前 面 对 ”> 7 的 推理 即 知 同样 会 产生 蔬 盾 . 


正六 边 形 A1A;A;3A4AsAs 的 顶点 A1，A;，A; 组 成 正三 角形 ,只 需 证 明正 三 角形 
不 是 格 点 三 角形 . 


如 果 正 三 角形 是 格 点 三 角形 ,那么 它 的 边 长 的 平方 wz 是 整数 ,从 而 面积 S == 3 


是 无 理 数 . 但 由 例 7, S 一 元 十 1 一 1 是 有 理 数 .矛盾 . 


数 的 几何 (几何 数论 ) 中 最 著名 的 定理 是 闵 科 夫 斯 基 定 理 , 即 下 面 的 例 9. 

i 一 个 凸 集 MM 面积 大 于 4, 关 于 原点 O 对 称 , 证 明 这 个 凸 集 M 中 至 少 有 一 个 
不 同 于 O 的 格 点 . 

解 ”考虑 所 有 以 偶 整 点 (2m，2n) (m,n € Z) 为 中 心 , 边 长 为 2 的 正方 形 . 如 果 正 
方形 含有 凸 集 M 的 点 ,就 将 它 平移 到 与 中 心 为 原点 的 正方 形 天 重合 . 这 样 凸 集 M( 经 
过 上 述 平移 ) 就 完全 落 入 以 原点 为 中 心 , 边 长 为 2 的 正方 形 K 中 ， 

由 于 点 集 M 面积 大 于 4, 必 有 两 个 属于 M 的 点 A，B 经 上 述 平移 后 与 正方 形 K 中 
同一 点 (xo，yo) 重 合 .A,B 的 坐标 分 别 为 


(Xo 十 -27 Yo 中 .23) s (Xo 十 2m， Vo 十 2 


A 关 于 O 的 对 称 点 Ai( 一 xo 一 2r, 一 yo 一 2s) 也 属于 M. 由 于 M 为 同 集 ,线段 A1B 的 中 
点 C 也 属于 M, 而 由 中 点 公式 ,C 是 格 点 (m 一 r, 2 一 9). 由 于 A, B 不 同 ,C 与 原点 不 同 . 

除了 通常 的 直角 坐标 系 中 的 整 点 外 ,还 可 以 考虑 其 他 的 “ 格 点 ”. 例如 用 同样 大 小 的 
正三 角形 铺 满 平面 , 则 这 些 正三 角形 的 顶点 也 可 以 称 为 格 点 . 而 用 同样 大 小 的 正方 形 铺 
满 平 面 就 产生 通常 的 格 点 . 

二 时 如 图 42-6, 平 面 被 边 长 为 1 的 正六 边 形 铺 满 ,一 只 甲虫 沿 正六 边 形 的 边 息 
行 ,从 点 A 沿 最 短路 线 朴 到 另 一 点 召 共有 息 过 1 000 条 边 . 证 明 甲 虫 在 某 一 个 方向 上 扑 
行 的 路 途 等 于 全 程 的 1/2. 

解 ”网 格 有 三 个 方向 :水 平方 向 及 与 水 平方 向 成 
60 和 120 的 方向 . 将 甲虫 改过 的 边 顺 次 标 上 号 码 1， 
六 二 二 

设 号 码 a 为 水 平 边 ,下 一 个 水 平 边 号 码 为 b. a 与 
b 不 可 能 在 同一 个 垂直 的 带子 上 ,否则 如 图 42-6, 甲 
虫 可 沿 其 他 两 个 方向 从 a 的 端点 己 走 到 2 的 端点 Q， 图 42-6 
而 不 需要 走 过 a 边 . 与 甲虫 的 路 线 为 最 短 政 届 . 

b 在 下 一 个 垂直 带子 上 ,a, 2 的 奇偶 性 必然 相同 . 由 此 ,同一 方向 的 边 , 号 码 的 奇偶 
性 相同 . 
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不 妨 设 两 个 方向 的 边 ,号 码 均 为 偶数 ;一 个 方向 的 边 ,号 码 均 为 奇数 . 这 个 方向 上 爬 


行 的 路 途 就 等 于 全 程 的 1/2. 


11. 


习 题 42 


。 设 例 1 中 ,PP, 的 最 大 值 为 R. 求 证 nn 宇 3 时 g(R) 的 最 大 值 为 n. 
。 证 明 或 否定 命题 : 任 一 凸 曲线 上 必 有 一 点 ,以 这 点 为 圆心 的 圆 均 至 多 与 曲线 有 两 个 


公共 点 . 


.对 任意 的 n, 是 否 存 在 一 个 有 限 的 平面 点 集 A, A 中 每 一 点 恰 与 A 中 7 个 点 的 距离 


为 1? 


.空间 有 nn 个 点 ,其 中 任 三 点 构成 的 三 角形 中 都 有 一 个 角 大 于 120 .证 明 可 将 这 些 点 


排 成 Al，A,，…，A, ,使 得 每 个 角 人 AAA 二 120 ,这 里 1 人 i 二 jj 二 kn. 


. 证 明 : 对 任意 自然 数 n 宇 3, 存在 nn 个 点 ,每 两 点 之 间 的 距离 为 无 理 数 、 每 三 点 构成 


面积 为 正 有 理 数 的 三 角形 . 


.将 平面 上 的 每 个 点 染 上 7 种 颜色 中 的 一 种 ,使 得 没有 两 种 颜色 相同 的 点 距离 为 1]. 
.前 一 个 面积 大 于 nn 的 纸 片 (形状 任意 ) ,证 明 : 它 一 定 能 盖 住 直角 坐标 系 中 nn 十 1 个 


格 点 . 


。 有限 多 个 半径 为 1 的 圆 ( 盘 ) 履 盖 一 块 区 域 , 面 积 为 S. 证 明 :可 从 中 选 出 若干 个 互 


不 相交 的 圆 ,它们 覆盖 的 面积 三 一 -S. 
8y3 


.是否 有 无 穷 多 个 点 ,每 三 点 不 共 线 ,并 且 每 两 点 之 间 的 距离 为 有 理 数 ? 
10. 


已 知 一 个 整 点 三 角形 ,一 条 边 的 长 度 为 /n,n 无 平方 因数 .证 明 : 这 个 三 角形 的 外 接 
圆 与 内 切 圆 半径 的 比 是 无 理 数 ( 即 n 不 被 大 于 1 的 平方 数 整除 ). 如 果 将 n 改 为 非 
平方 数 ,外 接 圆 与 内 切 圆 半径 的 比 能 否 为 有 理 数 ? 

将 平面 上 的 点 染 上 红 、 黄 、 蓝 三 种 颜色 之 一 ,证 明 必 有 一 个 等 腰 三 角形 ,三 个 顶点 
同色 . 
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图 论 问题 ,近年 来 在 各 种 数学 苑 赛 中 频繁 地 出 现 . 一 方面 ,图 论 迅猛 发 展 ,问题 层 出 
不 穷 . 男 一 方面 ,图 论 问题 可 以 用 通俗 的 形式 表达 ,没有 太 多 的 术语 ,也 不 需要 艰深 的 理 
论 , 重 要 的 是 灵活 机 敏 , 作 为 苑 赛 试题 最 为 合适 . 

耕 干 个 点 ,有 些 点 之 间 有 边 相 连 , 这 就 构成 了 一 个 图 . 最 著名 的 、 也 是 最 早 的 图 论 问 


题 是 哥 尼斯 堡 的 七 桥 问 题 . 
大 数学 家 欧 拉 的 解法 现在 成 为 经 典 . S03 上 
问题 就 变 为 (a) 能 否 将 图 43-2 一 笔画 图 43-1 

可 能 为 奇 顶 点 , 即 以 这 点 为 一 个 端点 的 边 共 奇数 条 . 

3, 3, 3. 因此 不 是 一 笔画 , (a) 的 答案 是 否定 的 ,(b) 更 是 如 此 . 


。“ 帕 瑞 格 尔 河 从 哥 尼 斯 堡 城 中 穿 过 ,河中 有 两 个 岛 A 与 D, 河 上 有 七 座 桥 连 接 

这 两 个 岛 及 河 的 两 岸 B, C( 图 43-1). 问 : 
(a) 一 个 旅行 者 能 否 经 过 每 座 桥 恰好 

一 次 , 既 无 重复 也 无 遗漏 ? SSE 
(b) 能 否 经 过 每 座 桥 恰好 一 次 ,并 且 

最 后 能 够 回 到 原来 的 出 发 点 ? 

他 用 四 个 点 表示 A,，B, C, DD, 每 两 点 之 间 

的 边 就 表示 相应 的 桥 ,这 样 图 43-1 就 变 成 

图 43- 2. 

成 (能 一 笔画 成 的 图 称 为 一 笔画 )? 〈(b) 能 否 将 图 43-2 一 笔画 成 并 且 最 后 回 到 出 发 点 ? 
如 果 图 是 一 笔画 ,对 于 中 间 的 点 ,每 有 一 条 进入 这 点 的 边 ,就 有 一 条 自 这 点 引出 的 

边 . 因此 ,每 个 中 间 点 都 是 偶 顶 点 , 即 以 这 点 为 一 个 端点 的 边 共 偶数 条 . 只 有 起 点 与 终点 
于 是 ,一 个 图 为 一 笔画 的 必要 条 件 是 : 
图 中 至 多 有 两 个 奇 顶 点 . (1) 
图 43-2 中 ,每 个 点 都 是 奇 顶 点 ,它们 的 次 数 ( 即 以 它 为 端点 的 边 的 条 数 ) 分 别 为 5， 

Ry A D F 
B B C 已 C 
图 43-2 图 43-3 


(1) 并 非 充分 条 件 . 图 43-3 中 7 个 顶点 都 是 偶 顶点 ,但 这 个 图 显然 不 是 一 笔画 . 原 
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因 在 于 它 不 连通 . 如 果 从 图 中 任 一 点 出 发 ,可 以 沿 着 边 走 到 任 一 其 他 的 点 ,我 们 就 说 图 
是 连通 的 . 否则 就 说 图 不 连通 . 不 连通 的 图 可 以 分 成 几 个 部 分 ,每 一 部 分 是 连通 的 ,各 部 
分 之 间 不 连通 . 这 些 部 分 称 为 连通 分 支 .图 43-3 中 A, B, C, D 四 点 组 成 一 个 连通 分 
支 ,E,， F, G 组 成 男 一 个 连通 分 支 . 对 边 数 用 归纳 法 不 难 证 明 : 

如 果 图 是 连通 的 ,并 且 奇 顶点 的 个 数 为 2 或 0, 那 么 图 是 一 笔画 ,而 且 在 奇 顶 点 的 
个 数 为 0 时 ,这 个 一 笔画 最 后 回 到 出 发 点 . 

次 数 是 一 个 极 重 要 的 量 . 

点 A 的 次 数 通 常 记 为 4a(A). 所 有 点 的 次 数 的 和 


Dd(A) = 2e. (1) 


其 中 e 为 图 的 边 数 ,这 是 因为 每 条 边 连接 两 个 点 ,所 以 每 条 边 在 (1) 的 左边 计算 了 2 次 . 

由 (1) 立 即 得 出 奇 顶点 的 个 数 一 定 是 偶数 . 

下 里。 2” 个 点 (2 三 2), 有 些 点 之 间 连 了 线 . 证明 线 的 条 数 宇 碟 十 1 时 , 一定 有 三 
角形 ( 即 三 个 点 ,两 两 连 线 ) ,而 线 的 条 数 为 n? 时 ,不 一 定 有 三 角形 . 

解法 一 ”用 数学 归纳 法 . n = 2 时, 结论 显然 ,假设 命题 对 于 成立 . 考虑 2(n 十 1) 
个 点 ,其 中 连 线 的 条 数 三 (n 十 1)? 十 1. 

设 其 中 A, B 两 点 相连 . 其 余 2n 个 点 中 , 任 一 点 C 若 与 A，B 都 相连 , 则 已 经 有 三 
角形 . 否则 ,每 点 至 多 与 A, B 中 一 点 相连 . 2n 个 点 之 间 的 连 线 的 条 数 


宇 (n 十 1 十 1 一 1 一 2n= 二 Ww 十 1. 


根据 归纳 假设 , 必 有 三 角形 存在 . 
解法 二 设 2n 个 点 中 ,点 A 的 次 数 最 大 . d(A) = m, 并 且 与 A 相连 的 点 为 Bi， 
Bias .Bis 如 果 Bi Be, “Bs 之 间 有 线 相连 ,那么 相连 的 两 点 与 A 构成 三 角形 . 否 
则 Bl ，B;,…，B,, 互 不 相连 . 图 中 除 B, ，B, ，…， 人 外 ,还 有 (2 一 z2) 个 点 ,每 点 的 次 
数 三 m. 图 中 线 的 条 数 
m2n—m) n+l1. 


男 一 方面 , 取 2n 个 成 1 A,， "yy A,， B, - B,， To 站 融 A. 与 B，; 相连 < 儿科 ye 
n)，, 共 连 nw 条 线 , 但 图 中 没有 三 角形 . 


对 于 奇数 个 点 ,类 似 结论 成 立 . 即 n(n > 3) 个 点 , 连 [ 扫 |+1 条 线 , 必 有 三 角形 


例 2 的 结论 可 以 加 强 . 

[有 设 n 宇 2. 平面 上 已 给 2n 个 点 ,每 三 点 不 共 线 . 在 这 些 点 之 间 连 x 十 1 条 线 
段 . 证 明 至 少 形成 nr 个 以 已 知 点 为 顶点 的 三 角形 . 

解 ”n= 2 的 情况 不 难 验 证 . 假设 命题 对 于 ”一 1 (n 一 1 三 2) 成 立 , 考 虑 n 的 情况 . 

首先 证 明 至 少 形成 一 个 (以 已 知 点 为 顶点 的 ) 三 角形 . 


第 43 讲 图 论 (一 ) 


与 例 2 解法 一 类 似 . 设 已 知 点 A, B 之 间 连 有 一 条 线段 . 如 果 点 C 与 A,B 均 相连 ， 
AABC 即 为 所 求 . 如 果 其 余 的 2(n 一 1) 个 点 均 至 多 与 A, B 中 一 个 相连 ,那么 去 掉 A， 
B 及 与 A 或 B 相连 的 线段 , 剩 下 的 2(n 一 1) 个 点 之 间 至 省 有 


SE a A et st ,Sm a 


条 线段 . 由 归纳 假设 ,至 少 形成 一 个 三 角形 . 

设 人 AAA:A; 为 以 已 知 顶点 为 项 点 的 三 角形 . A; 向 其 他 点 (不 包括 八 A1AzA; 的 顶 
点 ) 引 出 w (i 一 1，2，3) 条 线段 . 

(i) 如 果 al 十 az 十 as 三 3n 一 4, 那 么 这 3n 一 4 条 线段 比 其 他 点 的 个 数 2n 一 3 多 出 


(3n—4)— (2n—3) 一 1 一 1， 


而 每 多 一 条 至 少 形成 一 个 三 角形 ,其 中 两 个 顶点 在 {A;，A;，A;}) 中 ,一 个 是 其 他 顶点 . 
因而 三 角形 的 个 数 宇 (n 一 1) 十 1 = 二 xn. 

Ci) 如 果 ai 十 aa 十 as 三 3n 一 5, 那 么 a 十 as， as 十 a3，a3 十 al 中 至 少 有 一 个 三 
2n 一 4( 因 为 3(2n 一 3) 盖 2(32 一 5)). 不 妨 设 a 十 as 二 2n 一 4. 去 掉 Al，A;( 及 由 它 
们 引出 的 线段 ) 后 , 剩 下 2(n 一 1) 个 点 , 而 线段 不 少 于 


rl 


条 . 因此 ,根据 归纳 假设 ,至 少 形成 2 一 1 个 三 角形 ,连同 人 AAA:A; 在 内 至 少 nn 个. 

于 是 ,命题 对 一 切 n 二 1 均 成 立 . 

例 3 中 的 n 不 能 改 成 更 大 的 数 . 我 们 取 2n 个 点 Ci RCR Dn Des =D,, 
将 C 与 D,(1 三 1, 三 n) 用 线段 相连 ,再 将 D) 与 D; 连结 起 来 , 共 连 ni 十 1 条 线段 , 恰 
形成 n 个 三 角形 . 

图 论 问题 ,所 用 知识 不 多 ,但 需要 细致 ,深入 的 分 析 . 

上马 用 某 公司 有 17 个 人 ,其 中 每 个 人 都 恰 认 识 4 个 人 .求证 : 必 有 2 个 人 互 不 相 
识 , 而 且 没 有 共同 的 熟人 (1992 年 第 26 届 独 联 体 数学 奥林匹克 ). 

解 用 17 个 点 代表 17 个 人 ,在 两 人 相识 时 ,相应 的 两 点 之 间 连 一 条 线 . 

假设 结论 不 成 立 , 则 每 两 个 不 相连 的 点 , 必 有 第 三 个 点 与 它们 都 相连 

点 A 引出 4 条 线 AB, AC, AD, AE. B, C, D, 下 又 各 引出 3 条 线 . 不 与 A 相连 的 
尽 ,; 必 与 B,C, D, 之 一 相连 ( 反 证 法 的 假设 ). 因此 , 线 BXI, BX;, BXs, CYi, CY;， 
CY3， DU ，DU;,，DU; ,EVi, EV;，EV; 的 端点 及 A 就 是 全 部 的 17 个 点 . 

B 与 Yi, Uj, Vi(1 之 i, j,k 二 3) 这 9 个 点 均 不 相连 ,所 以 这 9 个 点 各 与 Xi1，X;， 
Xs 中 的 一 个 点 相连 . 而 Xi ，X。，X; 除 与 B 相连 外 ,各 引出 3 条 线 , 所 以 每 个 X,(1 之 t 
三 3) 恰 与 上 述 9 点 中 的 3 个 点 相连 .没有 一 个 Yi;( 或 Uj;, Vi) 与 X1，X;，X3 中 的 两 个 
相连 . Xi ，X* ，Xs 也 互 不 相连 . 

对 YY;,，U; ,Vi, 与 X, 类 似 的 结论 同样 成 立 . 
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不 妨 设 X; 与 Y, U;, Vi;(l1 过 i 过 3) 相连 . 

Xi 与 Yi, Ui, Vi(i 二 2, 3) 这 6 个 点 不 相连 . 因此 Yi, U,V 中 每 一 个 恰 与 上 述 
6 点 中 的 2 个 相连 .Yi 与 Y,, Ys 互 不 相连 ,所 以 YY 与 U,;, V;(i=2, 3) 中 的 2 个 相连 . 
从 而 Yi 与 U,V 互 不 相连 .YY;, U,V.,(i = 2, 3) 类 似 结论 成 立 . 

如 果 Yi 与 U;, Vs 相连 ,那么 X; ，Y 互 不 相连 ,而 且 没 有 点 与 它们 都 相连 . 

如 果 Yi 与 U;, V， 相连 ,那么 Us: ，Y 互 不 相连 ,而 且 没 有 点 与 它们 都 相连 . 

如 果 Y 与 U;, V3 相连 或 与 U;, V; 相连 ,情况 与 上 面 类 似 . 

,局 能 和 否 在 正 45 边 形 的 顶点 上 各 放 一 个 数 0, 1, 2, …，9( 数 允许 重复 ) ,使 得 

由 这 些 数 构 成 的 任 一 个 数 对 (a, 5) 都 有 一 条 边 , 这 边 一 端的 数 为 a, 另 一 端 为 5? 更 一 


般 地 ,对 于 数 0, 1， 2,…, ,能 否 将 它们 放 在 正 所 二 2 边 形 的 顶点 上 ,使 得 相应 的 


要 求 成 立 ? 
解 ” 当 ?为 奇数 (例如 9) 时 ,答案 是 否定 的 . 当 nn 为 偶数 时 ,答案 是 肯定 的 . 
为 此 ,考虑 nn 十 1 个 点 0, 1,…, nn. 在 每 两 个 点 之 间 连 一 条 边 ,这 样 的 图 称 为 完全 


图 , 记 为 Kw. 它 有 G4 一 锯 二 2 条 边 ， 


如 果 能 将 0,1，…, n 放 在 正 吕方 边 形 的 顶点 上 ,符合 题 中 要 求 , 那 么 沿 着 这 


正 多 边 形 的 边 前 进 正好 相当 于 在 图 K, + 中 沿 着 边 前 进 : 从 数 a 走 到 数 0 也 就 是 从 
,+ 的 点 4 走 到 点 5b, 绕 正 多 边 形 一 周 也 就 是 将 K, + 一 笔画 成 (由 于 无 序数 对 (a, 5) 恰 


好 下 -个 ,所 以 这 种 数 对 与 正 多 边 形 的 边 一 一 对 应 ,在 前 进 过 程 中 不 会 重复 出 现 ， 


因而 K, ,1 的 边 也 不 会 重复 出 现 ). 

当 n 为 奇数 时 ,K, ;1 的 每 个 点 都 是 奇 顶 点 (次 数 为 n) ,所 以 在 n 十 1 三 4 即 n 宇 3 时 ， 
不 是 一 笔画 . 特别 地 ,不 能 在 正 45 边 形 的 顶点 上 各 放 一 个 数 0，1，…, 9, 满 足 题 述 
要 求 . 

当 为 偶数 时 ,连通 图 K, ;1 的 每 个 点 都 是 偶 顶 点 ,所 以 能 一 笔画 成 . 从 而 ,可 以 将 
数 0, 1，2，…, nn 放 在 正 n 边 形 的 顶点 上 ,满足 题 述 要 求 . 

阿 辐 ”一 次 大 型 会 议 有 500 名 代表 参加 ,如 果 每 名 代表 认识 的 大 数 为 400( 我 们 约 
定 甲 认识 乙 , 则 乙 也 认识 甲 ), 是 否 一 定 能 选 出 6 名 代表 ,每 两 名 互相 认识 ? 

解 ”未 必 . 

构造 例子 ( 正 例 与 反例 ) 在 数学 中 极为 重要 . 只 有 通过 各 种 各 样 的 例子 ,才能 真正 理 
解 . 把 握 有 关 的 概念 .命题 ,理论 (参见 第 5 讲 ). 

为 了 表明 未 必 能 选 出 6 名 代表 ,每 两 名 互相 认识 ,我 们 取 5 个 完全 图 Kyo. 

每 个 点 代表 一 个 人 ,500 个 点 就 是 500 名 代表 . 如 果 两 个 点 之 间 有 边 相 连 , 我 们 就 
认为 两 名 代表 互 不 认识 ;如 果 两 个 点 之 间 无 边 相 连 ,我 们 就 认为 两 名 代表 互相 认识 . 由 
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于 每 个 完全 图 Ko 的 点 与 这 个 完全 图 的 其 他 点 均 相 连 , 而 不 与 其 他 4 个 完全 图 的 点 相 
连 , 所 以 每 名 代表 认识 的 人 数 为 400. 
任 6 个 点 中 ,至 少 有 两 个 点 在 同一 个 完全 图 Kim 中 (只 有 5 个 天 ioo). 这 两 个 点 有 边 
相连 ,也 就 是 说 每 6 名 代表 中 , 必 有 两 名 互 不 相识 . 
例 6 中 的 400 是 最 佳 的 . 
84 在 例 6 中 ,如 果 每 名 代表 认识 的 人 数 大 于 400, 证 明 一 定 能 找到 6 名 代表 ， 
每 两 名 互相 认识 . 
解 ”我 们 仍然 用 500 个 点 表示 500 名 代表 . 如 果 两 名 代表 互相 认识 ,就 在 相应 的 两 
个 点 之 间 连 一 条 边 ( 请 注意 ,这 里 是 互相 认识 时 连 边 ,与 例 6 恰好 相反 . 不 过 ,这 只 是 为 
了 投 述 上 的 方便 ,并 非 本 质 的 差异 ). 
由 于 每 名 代表 认识 的 人 数 大 于 400, 所 以 每 个 点 的 次 数 大 于 400. 
任 取 一 个 点 ,与 相连 的 点 的 集合 记 为 A, ,那么 Al 中 的 点 的 个 数 | Al | 二 400. 
在 Ai 中 任 取 一 个 点 wv, 与 vz 相连 的 点 的 集合 记 为 A: ,同样 | A, | > 400. 
考虑 A 门 A; (也 就 是 与 v ,vs 都 相连 的 点 的 集合 ). 我 们 知道 
| Ai A |=| A |+| 4 | 一 | A， U 4， | ， 
因此 | A 门 A; | 二 400 X2 一 500 二 0. 这 就 是 说 Ai 门 4: 不 是 空 集 .在 Al 门 A; 中 任 取 
一 个 点 他 ,类 似 地 定义 As 为 与 刀 相连 的 点 集 ,这 时 有 | A， |> 400, 并 且 根 据 容 斥 原理 
1 Ai 站 A mAs |=| A NA | 十 | Ai |—|(Ai 站 A:) U A; | 
>> (400 X2 一 500) 十 400 一 900 一 400X3 一 500X2 二 0. 


于 是 A, 门 A: 门 A; 不 是 空 集 , 取 w E 4 mA: 站 A:，, 类似 地 定义 Ai,, 可 得 


Anafnasnmna | 

一 | Al (| A; (1 A; | 十 | A |=—| CA N\A; NA) UA | 
> (400 X 3 一 500 X2) 十 400 一 500 

一 400 X 4 一 500X3 二 00. 


再 取 w € Ai 门 As 门 A; 门 A ,同样 定义 A; 并 得 出 
IANMNA,:NMNANMANMAs|>40x5—500xX4=0. 
于 是 有 vs EE Ai 门 A， 站 As 门 A, 六 Ai， 这 样 得 到 的 Ti ”9 Us 两 两 相连 ,也 
就 是 说 ,有 6 位 代表 互相 认识 . 
过 有 在 一 车 厢 里 ,任何 mm (m 三 3) 个 旅客 都 有 唯一 的 公共 朋友 ( 当 甲 是 乙 的 朋 
友 时 , 乙 也 是 甲 的 朋友 . 任何 人 不 作为 他 自己 的 朋友 ). 问 : 在 这 车 厢 里 ,有 多 少 人 ? 


解 ” 根 据 已 知 ,每 个 人 都 有 朋友 . 
如 果 有 (所 ma) 个 人 彼此 是 朋友 ,那么 根据 已 知 他 们 有 一 个 公共 的 朋友 . 我 们 得 
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到 十 1 个 人 彼此 是 朋友 . 依 此 类 推 (或 者 用 归纳 法 ), 导 出 有 mw 十 1 个 人 Ail， A;,，…， 
Am+1 彼 此 是 朋友 . 

如 果 B 是 这 Wi] 个 人 以 外 的 人 ,并 且 B 至 少 与 Al ，A,, …， Ant! 中 两 个 人 是 朋 
友 . 设 B 与 A1,，As 是 朋友 , 则 B, A;, A,，,，…, A。+1 这 m 个 人 有 两 个 公共 的 朋友 Ai ， 
A2. 与 已 知 了 矛盾. 

因此 ,Al ， A,,….， Anm+1 之 外 的 人 B 至 多 与 Ai ，A: ，…， An+i 中 一 个 人 是 朋友 . 设 
B 与 As， Ass, 5 A -+1 都 不 是 朋友 , 则 B, Al, A,, »…,， A,-1 的 公共 朋友 C 不 是 A,， 
Am+1， 当 然 也 不 是 人 由 于 六 过 3， C 与 Ai, A:，…， An+ti 中 一 1 之 
2 个 人 是 朋友 . 但 上 面 已 证 C 至 多 与 Al nt 中 一 个 人 是 朋友 ,下 导 . 

于 是 ,车 厢 中 只 有 Ail, A;,，…, A 这 m 十 1 个 人 ,每 个 人 的 朋友 为 m 个 (恰好 是 
完全 图 K,+1). 

下 面 是 图 论 的 一 个 应 用 . 

,4 平面 上 有 nn 个 点 ,每 两 个 之 间 的 距离 大 于 等 于 x 证明 其 中 至 多 有 3n 对 点 ， 

每 对 点 之 间 的 距离 为 x. 

解 ” 如果 某 两 点 之 间 的 距离 为 ~, 我 们 就 在 这 两 点 之 间 连 一 条 边 ,从 而 产生 一 个 由 
n 个 点 组 成 的 图 G. 

对 G 中 任 一 点 v, 与 v 相 邻 的 点 都 在 以 v 为 心 ,r 为 半径 的 圆 上 . 设 这 些 点 ( 依 顺 时 
针 次 序 ) 为 mw，m，…，w，, 则 由 于 wwm，vww，…，uwul 均 大 于 等 于 ,所 以 一 mvw， 
LUV /UV 均 大 于 等 于 60 . 从 而 性 的 次 数 皮 6. 


G 中 每 个 点 的 次 数 小 于 等 于 6, 所 以 G 中 至 多 有 字 二 3n 条 边 (利用 (3) 式 ), 即 至 多 


有 3n 对 点 ,每 对 点 之 间 的 距离 为 x. 

注 请 与 第 42 讲 例 1 比较 . 

在 图 论 中 ,极端 性 原则 也 是 常常 用 到 的 . 

“， 有 三 所 中 学 ,每 所 有 n 名 学 生 . 每 名 学 生 都 认识 其 他 两 所 中 学 的 nn 十 1 名 

学 生 . 证 明 可 以 从 每 所 中 学 中 各 选 一 名 学 生 , 这 3 名 选 出 的 学 生 互 相 认 识 . 

解 ”将 学 生 用 点 表示 . 如 果 两 个 学 生 互相 认识 ,我 们 就 在 相应 的 点 之 间 连 一 条 边 . 

将 第 一 所 学 校 与 第 二 所 学 校 (的 学 生 ) 之 间 连 的 边 染 成 红色 ,第 二 ,三 所 学 校 之 间 的 
边 染 成 蓝 色 ,第 三 一 所 学 校 之 间 的 边 染 成 黄色 . 

每 个 点 的 次 数 都 是 ”十 1, 这 ?十 1 条 边 分 为 两 种 颜色 ,同一 种 颜色 的 边 的 条 数 称 为 
这 点 的 一 种 同色 次 数 . 

设 在 所 得 图 中 ,点 z 的 一 种 同色 次 数 为 最 大 . 记 这 最 大 值 为 m. 不 妨 设 z 在 第 一 所 
学 校 , 自 引出 mx 条 红 边 xy1，xys，*…，Xym, 又 至 少 有 一 条 黄 边 zx. 

由 m 的 最 大 性 , 自 xz 引出 的 黄 边 小 于 等 于 m 条 ,从 而 自 z 引出 的 蓝 边 大 于 等 于 nn 十 
1 一 m 条 . 因为 m 十 (n 十 1 一 m) = nn 十 1 这 nn, 所 以 yy， ys ，…，y 中 必 有 一 点 yi 与 
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相连 . 人 Vk, 之 就 是 三 名 互相 认识 的 学 生 . 


10. 


11. 


12. 


13. 
14. 


习 是 43 


. 设 G 是 有 n 条 边 的 连通 图 .证 明 可 以 将 边 标 上 1,2,…, n, 使 得 自 一 点 引出 几 条 边 


时 ,各 边 标 号 的 最 大 公 因 数 为 1. 


. 在 20 个 城市 之 间 开 辟 172 条 航线 (每 两 个 城市 之 间 至 多 1 条 航线 ). 试 证 明 利 用 这 些 航 


线 , 可 以 由 其 中 任何 一 个 城市 飞 往 其 他 的 任 一 个 城市 (包括 经 过 若干 次 中 转 后 到 达 ). 


.对 于 给 定 的 正 整 数 m, 求 最 小 的 正 整 数 n, 使 得 完全 图 K, 在 任意 地 将 边 染 成 红色 


或 蓝 色 时 ,都 有 m 条 同色 的 边 ,两 两 没有 公共 端点 . 


. 某国 有 若干 城市 , 某 些 城市 之 间 有 公路 相连 ,每 个 城市 连 出 3 条 公路 ,证 明 存在 一 


个 由 公路 组 成 的 圈 , 它 的 长 度 ( 即 组 成 这 个 圈 的 公路 的 条 数 ) 不 被 3 整除 . 


. 茶 省 任 一 城市 至 多 与 三 个 城市 有 铁路 直接 相连 . 从 任 一 城市 到 其 他 城市 中 间 至 多 


经 过 一 个 城市 . 问 : 该 省 至 多 有 几 个 城市 ? 


. 7 (7 二 4) 个 城市 ,每 两 个 城市 之 间 有 一 条 直达 道路 . 证 明 可 将 这 些 道路 改 为 单行 


道 ,使 得 从 任意 城市 可 以 到 达 任 一 其 他 城市 ,中 间 至 多 经 过 一 个 城市 . 


. 由 18 个 队 参 加 的 足球 循环 赛 ,已 赛 过 8 轮 , 即 每 个 队 都 与 8 个 不 同 的 队 赛 过 . 证 明 


一 定 能 找 出 三 个 队 , 它 们 之 间 尚 未 赛 过 . 


. n 个 队 参 加 的 循环 赛 , 赛 完 后 第 i 队 胜 Xx; 场 , 负 y; 场 (i 二 1],，2,…, n), 已 知 无 平 


局 ,证 明 : 好 十 好 十 … 十 好 一 旭 十 旭 十 … 十 到 


. 21 个 城市 之 间 的 航空 旅行 由 若干 家 航空 公司 经 营 ,每 家 公司 为 5 个 城市 服务 ,使 其 


中 每 两 个 城市 均 有 直达 航线 . 要 使 21 个 城市 中 每 两 个 城市 均 有 直达 航线 ,至 少 需 
几 家 公司 ? 

一 次 会 议 有 12k 人 参加 ,每 人 恰 与 3 十 6 个 其 他 人 打 过 招呼 . 对 任意 两 人 ,与 他 们 
都 打 过 招呼 的 人 数 均 相同 , 问 : 会 议 有 多 少 人 ? 

一 个 “网 ”由 珍珠 及 连接 它们 的 线 组 成 . 珍珠 排 成 m 行 n 列 (图 

43-4 中 二 5, 二 6). 试 确定 m 与 n 的 值 ,使 得 去 掉 若干 条 

线 后 ,“ 网 ”就 变 成 项 链 . 

辐 n 边 形 及 nn 一 3 条 在 形 内 不 相交 的 对 角 线 组 成 的 图 形 称 为 剖 

分 图 . 证 明 当 且 仅 当 3 | n 时 ,存在 一 个 剖 分 图 是 可 以 一 笔画 成 本 
的 较 ( 即 可 以 从 一 个 顶点 出 发 ,经 过 图 中 各 线段 恰 一 次 ,最 后 回 到 出 发 点 ). 

8 个 点 , 连 12 条 边 ,一定 产生 四 边 形 ( 即 由 4 条 边 组 成 的 圈 ). 

9 个 点 之 间 连 若干 条 线 , 如 果 图 中 没有 完全 图 K, ,那么 至 多 有 多 少 个 三 角形 ? 
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本 讲 介绍 树 .两 部 分 图 及 哈密 尔 顿 (W. R. Hamilton，1805 一 1865 年 ) 链 . 
没有 圈 的 连通 图 称 为 树 .2 个 顶点 的 树 记 为 工 
树 是 一 种 重要 的 图 ,应 用 极为 广泛 . 
树 有 很 多 特征 . 首先 ,T, 有 次 数 为 1 的 点 ,这 种 点 称 为 梢 . 事实 上 ,我 们 可 以 从 树 上 
任 一 点 出 发 ,沿边 前 进 . 在 路 口 选 哪 一 条 边 走 是 完全 任意 的 ,只 要 注意 已 走 过 的 不 再 重 
复 . 由 于 图 中 没有 圈 ,所 以 经 过 的 点 也 绝 不 会 重复 . 我 们 的 旅行 在 经 过 若干 个 点 (至 多 7 
个 点 ) 后 必然 终止 . 这 个 终点 就 是 次 数 为 1 的 梢 (如 果 次 数 大 于 1, 还 可 以 继续 旅行 ). 
此 也 至 少 有 一 个 梢 . 
其 次 ,T, 的 边 数 为 n 一 1. 这 就 是 下 面 例 1 的 结论 . 
个 点 的 图 ,如 果 每 两 点 v, v 都 有 一 条 路 (由 不 同 的 边 vo ，mwz ，…，ww” 
组 成 的 序列 ) 而 且 也 只 有 一 条 路 相连 . 证 明 边 的 总 数 为 n 一 1. 
每 两 点 都 有 路 相连 , 意 即 图 是 连通 的 . 
每 两 点 只 有 一 条 路 相连 , 意 即 图 中 没有 图. 
所 以 ,这 个 图 是 树 T,, 它 有 一 个 梢 v 
我 们 将 梢 v 所 引出 的 唯一 的 边 连 同 v 一 起 取消 (把 这 根 树枝 折 掉 ), 剩 下 的 图 仍然 
是 树 ( 仍 然 连 通 、 没 有 图 ) ,但 少 了 一 个 顶点 , 变 成 hy 
对 树 工 _ 采取 同样 措施 ,又 折 掉 一 根 树枝 . 这 样 继续 下 去 ,最 后 得 到 两 个 顶点 的 树 Ti. 
T 只 有 一 条 边 . 由 于 我 们 共 折 掉 ”一 2 条 边 ,所 以 树 T, 有 n 一 1 条 边 . 
注 (Gi) 上 面 的 证 法 实际 就 是 归纳 法 . 
(ii) n 1 时 树 T, 至 少 有 两 个 梢 ,参见 习题 44 第 1 题 . 
10 个 学 生 参 加 一 次 考试 ,试题 共 10 道 ,已 知 没有 两 个 学 生 做 对 的 题目 完全 
相同 . 证明 在 这 10 道 题 中 可 以 找到 一 道 试题 ,将 这 道 试题 取消 后 ,每 两 个 学 生 所 做 对 的 
题目 仍然 不 会 完全 相同 . 
我 们 采用 反 证 法 ,假设 命题 不 成 立 , 即 对 每 一 道 题 h (1 三 hh 之 10), 如 果 除 掉 有 后 ， 
就 可 以 找到 一 对 学 生 vw 与 v; 做 对 的 题目 相同 (如 果 有 好 几 对 这 样 的 学 生 , 任 取 其 中 的 
一 对 ). 
将 学 生 用 点 表示 ,并 在 上 述 的 与 之 间 连 一 条 边 , 边 的 标号 为 h. 这 样 ,得 到 一 
个 图 G, 有 10 个 成 :二 条 边 ,各 边 的 标号 为 ls 2 10. 
图 G 由 若干 个 连通 分 支 组 成 (如 果 G 是 连通 的 ,那么 只 有 一 个 连通 分 支 即 G 本 
身 ). 由 于 G 的 点 数 等 于 边 数 , 必 有 一 个 连通 分 支 G1 的 点 数 小 于 等 于 边 数 . 
根据 例 1， Cn 不 是 树 , 所 以 Cr 必 有 图. 设 Wi “"*, Uk 是 一 个 图 ,那么 沿 着 这 个 
需 前 进 时 ,每 通过 一 条 边 就 相当 于 做 对 的 题目 增加 或 减少 一 道 . 由 于 各 边 的 标号 不 同 ， 
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增 减 的 题目 是 互 不 相同 的 . 但 绕 圈 一 周 后 仍 回 到 出 发 点 科 , 这 就 是 说 ,由 m 做 对 的 题目 
增 减 一 些 不 同 的 题 ,最 后 的 结果 与 v 原来 做 对 的 完全 相同 . 这 显然 是 矛盾 的 . 

注 ”只 要 学 生 数 小 于 等 于 题目 数 , 则 总 可 以 取消 一 道 题 , 使 每 两 个 学 生 做 对 的 题目 
仍然 不 完全 相同 . 证 法 不 变 . 

7 个 镇 ,每 个 镇 都 可 以 通过 一 些 中 转 镇 与 另 一 个 镇 通话 .证 明 至 少 有 7 一] 

条 直通 的 电话 线路 ,每 条 连接 两 个 镇 . 

解 ” 仍 用 ?7 个 点 表示 7 个 镇 ,每 两 个 镇 之 间 如 果 有 直通 电话 ,就 用 一 条 边 连接 . 

题 中 条 件 表 明 所 得 的 图 是 连通 图 . 这 个 图 可 能 有 圈 . 如 果 有 圈 ,我 们 就 去 掉 这 个 苞 
的 一 条 边 ,这 时 图 虽然 少 了 一 条 边 ,但 仍然 是 连通 的 . 如 果 还 有 圈 ,再 去 掉 圈 的 一 条 边 . 
这 样 继续 下 去 ,直到 图 中 没有 圈 . 这 时 的 图 是 树 T,, 它 有 一 1 条 边 . 因此 原来 的 图 至 少 
有 nn 一 1 条 边 ,这 就 是 要 证 明 的 结论 . 

上 面 所 得 到 的 树 称 为 原来 的 连通 图 的 生成 树 . 在 生成 树 上 添 若干 条 边 ,就 可 以 得 到 
(生成 ) 原 来 的 图 . 

每 个 连通 图 都 有 生成 树 ( 而 且 不 仅 一 个 ), 因 而 有 7 个 点 的 连通 图 中 , 边 数 最 少 的 是 
树 T,. 

这 时 一 位 主人 准备 了 77 粒 糖果 作为 礼物 . 如 将 糖果 装 在 n 只 袋 中 ,使 得 不 论 来 
的 孩子 是 7 个 还 是 11 个 ,每 个 孩子 都 可 以 得 到 整 袋 的 糖果 ,并 且 每 个 孩子 得 到 的 糖果 
数 相等 . 求 n 的 最 小 值 . 

解 ” 这 nn 袋 糖果 可 分 成 7 份 ,每 份 11 粒 糖果 ,用 7 个 点 zi ， xs，…， zi 表示 . 这 7 
袋 糖果 又 可 分 成 11 份 ,每 份 7 粒 糖 果 , 用 11 个 点 y;，y:，…，yun 表示 . 如 果 某 一 袋 糖 
果 分 别 出 现 在 x; 和 中 ,就 在 x; 与 y; 之 间 连 一 条 边 , 这 样 得 到 一 个 图 G. 

图 G 一 定 连通 . 因为 我 们 可 以 取 G 的 一 个 最 大 的 连通 分 支 G , 设 G 中 有 a 个 zi 
个 y ,那么 由 糖果 数 的 计算 得 11a = 76, 从 而 a = 二 7, 5 二 11, 即 G 就 是 G. 

连通 图 G 有 7 十 11 = 二 18 个 点 ,所 以 G 至 少 有 17( 即 18 一 1) 条 边 . 

由 于 每 条 边 表示 一 袋 糖果 ,所 以 至 少 有 17 袋 糖果 . 

如 果 17 袋 的 糖果 数 分 别 为 


4 ts WE Fe 做 过 fy fa 全 入 3 4， 5 总 5 ds G3 | ; | 沪 | 


那么 无 论 来 的 孩子 是 7 个 还 是 11 个 ,每 个 孩子 都 可 以 得 到 整 袋 糖果 ,并 且 每 人 得 到 的 
糖果 数 相等 . 
因此 ,n 的 最 小 值 为 17. 
如 果 图 G 的 点 可 以 拆 为 两 个 点 集 X, Y, 并 且 X 的 点 之 间 没 有 边 相 连 ,Y 的 点 之 间 
也 没有 边 相 连 ,那么 图 G 称 为 两 部 分 图 . 例 4 中 的 图 便 是 两 部 分 图 . 第 43 讲 例 2 中 所 举 
的 例子 也 是 两 部 分 图 . 
图 G 为 两 部 分 图 的 充分 必要 条 件 是 G 的 圈 长 均 为 偶数 . 
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解 ” 如 果 G 是 两 部 分 图 ,那么 任 一 个 圈 上 和 集 X,Y 的 点 交错 出 现 ,因此 圈 长 为 偶数 . 

反 过 来 , 设 G 的 圈 长 均 为 偶数 . 不 妨 设 G 是 连通 的 (否则 考虑 G 的 每 一 个 连通 分 
支 ). 任 取 一 点 z, 将 它 染 上 红色 ,然后 根据 下 面 的 规则 将 G 的 顶点 v 染 上 红色 或 蓝 色 : 

如 果 有 一 条 自 v 到 vw 的 链 长 为 偶数 ,那么 就 将 v 染 上 红色 . 

如 果 有 一 条 自 v 到 v 的 链 长 为 奇数 ,那么 就 将 v 染 上 蓝 色 . 

由 于 G 的 每 个 圈 的 长 均 为 偶数 ,所 以 如 果 从 v 到 v 有 几 条 链 ,那么 这 几 条 链 的 长 
具有 相同 的 奇偶 性 ,因此 按照 上 面 的 规则 ,每 个 点 都 可 以 染 上 一 种 确定 的 颜色 ,并 且 显 
然 相 邻 的 两 个 点 一 定 染 上 不 同 的 颜色 . 

于 是 G 是 两 部 分 图 , 它 的 点 分 为 两 部 分 : 红 点 的 集 X, 蓝 点 的 集 Y. 并 且 X 的 点 互 
不 相 邻 ,Y 的 点 也 互 不 相 邻 . 

对 于 图 G, 将 它 的 点 染 上 颜色 ,使 得 相 邻 的 点 颜色 不 同 , 所 需 的 颜色 种 数 的 最 小 值 
称 为 C 的 色 数 , 记 为 X(C). 

两 部 分 图 G 就 是 色 数 X(G) = 2 的 图 . 

踢 有 在 两 部 分 图 G 中 ,XX 二 {x1, x2 XT} ，Y 了 二 (1, yz2， ,ym) 是 G 的 点 所 
分 拆 成 的 两 个 集 ,X 的 点 互 不 相 邻 ,Y 的 点 也 互 不 相 邻 .G 有 一 组 无 公共 点 的 边 ,一端 恰 
好 组 成 集 Y 的 充分 必要 条 件 是 与 任意 & 个 y;( 中 至 少 一 个 ) 相 邻 的 项 点 zz; 的 个 数 不 小 于 
k (1<k<m). 

解 ” 必 要 性 是 显然 的 ,只 需 证 充分 性 . 

假定 与 任意 & (1 三 有 过 m) 个 y; 相 邻 的 点 工 ; 的 个 数 不 少 于 上 .我们 对 m 进行 
归纳 . 
m 二 1 时 命题 显然 成 立 , 假 定 命 题 对 mr 一 1 已 经 成 立 , 要 证 明 命 题 对 m 也 成 立 . 这 
时 有 两 种 情况 : 

(1) 如 果 对 每 个 k 壹 m 一 1, 与 任意 上 个 y; 相连 的 zx; 的 个 数 大 于 等 于 k 十 1. 我 们 
去 掉 两 个 相 邻 的 点 ,不 妨 设 它们 是 zi 与 yi. 在 剩 下 的 图 G 中 ,与 任意 & 个 y; 相 邻 的 点 
x; 的 个 数 大 于 等 于 &, 因 此 由 归纳 假设 ,有 一 组 无 公共 点 的 边 一 端 组 成 {y，y，… 
ym). 将 边 (x1，y1) 加 进去 即 得 结论 . 

(2) 如 果 对 某 个 有 三 m 一 1,， 有 玉 个 ,与 它们 相 邻 的 zx; 的 个 数 等 于 hh. 不妨 设 与 
Vi Y29 ”JJ 相 邻 的 只 有 119， TX2» “"*, AXh. 我 们 将 G 分 为 两 个 “ 子 图 ”， 由 点 -1， 
RY Nh 及 它们 之 间 的 边 组 成 的 子 图 记 为 Cr ,其 余部 分 记 为 Cz. Cn 
显然 满足 命题 中 的 条 件 (m 换 成 h), 因 此 存在 一 组 无 公共 点 边 , 一 端 组 成 {y1，y;，…， 
yj} , 另 一 端 组 成 {zi ，xs，*…，Zxh). 男 一 方面 ,G; 也 满足 命题 中 的 条 件 ( 不 然 的话 , 例 如 
设 与 Vatl? VMhi+2 ”9 ys+4 相 邻 的 点 少 于 ,那么 与 NY WEN ys+4 相 邻 的 点 少 于 上 十 
hh, 与 已 知 了 矛盾) ,所 以 也 有 一 组 无 公共 点 的 边 , 一 端 组 成 {y+ ’ VYht2r "rn Ya) 将 这 两 
组 边 并 在 一 起 即 得 结论 . 

例 6 称 为 荷 尔 (M. Hall, 1910 一 ) 定 理 . 


第 44 讲 图 论 (二 ) 


和 有 nn 名 绅士 与 n 名 太太 参加 一 次 有 舞会 ,每 名 绅士 恰好 认识 6 名 太太 ,每 名 太 
太 也 恰好 认识 6 名 绅士 . 证 明 可 以 适当 安排 ,使 得 每 位 太太 均 与 她 所 认识 的 绅士 跳舞 . 

解 ”绅士 ,太太 均 用 点 表示 ,分 别 组 成 点 集 X,Y. 在 相识 的 人 之 间 连 线 , 就 得 到 一 
个 两 部 分 图 G, 每 一 点 的 次 数 为 6. 要 证 明 结 论 成 立 , 只 需 验 证 这 个 图 满足 例 6 的 条 件 . 

对 Y 中 任意 & 点 ,由 于 每 点 次 数 为 $, 次 数 之 和 为 6k. 与 这 点 (中 至 少 一 点 ) 相 邻 


的 zx,, 每 个 至 多 与 这 点 中 6 个 相 邻 ,所 以 zx 的 个 数 至 少 为 尝 一 个, 即 例 6 的 条 件 


成 立 . 

注 〈iD) 如 果 图 G 的 每 点 次 数 均 为 6, 那 么 G 称 为 6 正则 图 . 

(ii) 如 果 图 G 有 一 个 子 图 G1, Gi 含有 G 的 所 有 点 ,并 且 在 CO 中 每 一 点 的 次 数 为 
1, 那 么 G1 称 为 G 的 1- 因子 或 匹配 . 例 7 的 结论 就 是 图 G 有 1- 因子 .将 这 个 1- 因 子 去 
掉 后 , 剩 下 的 图 仍然 有 1- 因子, 这 样 继续 下 去 ,我 们 便 得 到 

6 正则 的 两 部 分 图 可 以 分 解 成 6 个 1- 因子 ,这 些 1- 因 子 无 公共 边 . 

(iii) 更 一 般 地 ,如 果 图 G 有 一 个 子 图 Gi, Gi 含有 G 的 所 有 点 ,并 且 在 Ci 中 每 一 
点 的 次 数 为 &, 那 么 G1 称 为 G 的 有 -因子 .一 个 图 的 连通 的 2- 因子 是 后 面 将 要 说 到 的 哈 
密 尔 顿 圈 . 

如果 两 部 分 图 C 中 ,次 数 的 最 大 值 为 ,那么 可 以 将 它 的 边 染色 ,每 条 边 染 
六 种 颜色 中 的 一 种 ,使 得 同一 个 点 引出 的 边 颜色 不 同 . 

解 如 果 CG 是 -正则 图 ,那么 它 可 以 分 解 为 > 个 1- 因子 .将 每 个 1- 因 子 的 边 染 同 
一 种 颜色 ,不 同 1- 因 子 的 边 染 不 同 的 颜色 . 这 样 的 染色 就 满足 要 求 . 

如 果 G 不 是 ~ 正则 图 ,我们 先 增加 一 些 点 使 G 的 两 部 分 X,Y 的 点 数 相 等 ,然后 在 
两 部 分 之 间 尽 可 能 地 连 边 , 直 至 再 连任 一 边 则 最 大 次 数 超过 时 为 止 . 这 时 得 到 的 图 
G 一 定 是 > 正则 图 ( 因 设 x E X 的 次 数 小 于 7, 则 总 边 数 二 r | XX | 二 rr |Y |, 从 而 必 有 
yEY 的 次 数 小 于 ~. 可 以 连 边 (z，y) 而 不 破坏 ~ 的 最 大 性 ). 根据 上 面 所 证 ,G 的 边 可 以 
染 上 7 种 颜色 之 一 ,使 得 同一 种 颜色 的 边 无 公共 点 ,G 是 G“ 的 子 图 ,当然 更 是 如 此 . 

注 ”如果 图 G 的 边 可 以 染 上 > 种 颜色 之 一 ,使 得 同一 种 颜色 的 边 无 公共 点 ,那么 + 
的 最 小 值 称 为 G 的 色 指 数 . 

.2 奥 芝 国 的 城市 分 为 两 类 ,同一 类 城市 之 间 无 道路 直接 连通 ,每 个 城市 均 有 5 
条 道路 直接 通 向 另 一 类 的 6 个 城市 , 6 三 2. 如 果 从 任何 城市 均 可 沿 着 道路 走 到 所 有 其 
他 的 城市 . 证 明 即 使 洪水 冲 断 一 条 道路 ,仍然 能 从 任何 城市 走 到 所 有 其 他 城市 . 

解 ” 用 图 论 的 术语 来 说 ,要 证 明 6 三 2 时， 


“6 正则 的 两 部 分 图 没有 桥 ” 


所 谓 “ 桥 "是 指 这 样 的 边 , 将 它 取 消 后 ,图 就 增加 一 个 连通 分 支 . 
采用 反 证 法 , 设 去 掉 某 条 边 后 ,图 G 成 为 两 块 : G 与 G;, Gi 与 Gz 不 连通 . 
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这 时 G1 有 一 个 点 的 次 数 为 6 一 1, 其 余 点 的 次 数 为 6(G; 也 是 如 此 ). 但 Gi 是 两 部 
分 图 , 它 的 边 数 等 于 任 一 部 分 的 点 的 次 数 的 和 ,而 一 部 分 的 次 数 之 和 是 6 的 倍数 , 另 一 
部 分 的 次 数 之 和 是 6 的 倍数 加 上 (8 一 1), 不 是 6 的 倍数 . 于 是 产生 矛盾. 

很 多 图 论 定理 可 以 编 成 有 趣 的 问题 . 

上 将 正三 角形 的 每 一 条 边 n 等 分 ,过 各 分 点 引 其 他 两 边 的 平行 线 , 将 原 三 角 
形 分 为 x 个 小 的 正三 角形 . 每 个 小 三 角形 是 一 个 房间 ,每 两 个 相 邻 的 房间 (有 公共 边 的 
小 三 角形 ) 之 间 有 门 相通 . 如 果 每 次 参观 ,参观 者 经 过 每 个 房间 至 多 一 次 , 问 参 观 者 至 多 
参观 到 多 少 个 房间 ? 

解 将 每 个 房间 染 上 红 、 蓝 两 种 颜色 之 一 , 相 邻 的 房间 颜色 不 同 ,如 图 44-1(a) 
所 示 . 


(a) (b) 


图 44-1 
参观 路 线 是 一 条 “交错 链 ”, 即 经 过 的 房间 的 颜色 红 、 蓝 交错 . 从 而 经 过 的 房间 数 
三 2 X( 蓝 色 房 间 数 ) 十 1. 


图 44-1(a) 中 ,红色 房间 有 去 (7 十 Dn 个 , 蓝 色 房间 有 过 (n 一 1)n 个 ,所 以 经 过 的 房 


间 数 至 多 为 到 一 2 十 1 个 .图 (b) 显示 经 过 一 nn 十 1 个 房间 是 可 以 做 到 的 . 

2 和 和 亚瑟王 在 王宫 中 召见 他 的 2n(n 二 1) 名 骑士 ,其 中 某 些 骑士 之 间 互 有 她 
仇 . 已 知 每 个 骑士 的 仇人 不 超过 ”一 1 个 .证 明 亚瑟王 的 谋士 摩 林 能 够 让 这 些 骑士 围 着 
那 张 著 名 的 圆桌 坐 下 ,使 得 每 一 个 骑士 不 与 他 的 仇人 相 邻 . 

解 ”首先 让 这 些 骑士 依 任意 顺序 围 着 圆桌 坐 下 ,这 时 可 能 有 若干 对 做 人 相 邻 ,我 们 
证 明 总 可 以 经 过 调整 ,使 得 相 邻 仇人 的 对 数 减少 . 

设 A 与 他 的 仇人 B 相 邻 ,不 妨 假定 中 在 A 右边 . A 的 朋友 至 少 有 n 个 ,而 B 的 仇 
人 至 多 有 一 1 个 ,因此 一 定 有 一 个 A' 存 在 ,A' 是 A 的 朋友 并 且 A’ 右 边 的 B' 不 是 B 的 
仇人 ( 抽 居 原则 ). 我 们 将 B 至 A' 这 一 部 分 人 的 顺序 颠倒 过 来 ,使 A 与 A’ 相 邻 ,B 与 B 
相 邻 (图 44-2 的 (a) 变 为 (b)). 这 样 仇人 相 邻 的 对 数 减 少 1 对 (如 果 A 与 B 是 朋友 ) 或 
2 对 (如 果 A' 与 B 是 仇人 ). 

于 是 经 过 有 限 次 调整 ,一 定 可 以 使 相 邻 仇人 的 对 数 为 0. 

如 果 将 每 名 骑士 用 一 个 点 表示 ,并 且 在 朋友 之 间 连 上 线 ,我 们 就 得 到 一 个 图 . 


图 44-2 


如 果 在 图 中 ,有 一 个 链 ( 圈 ) 经 过 每 个 点 恰好 一 次 ,那么 这 个 链 ( 圈 ) 称 为 哈密 尔 顿 


链 ( 圈 ). 


例 11 表明 : 
如 果 图 G 共 2n (n 二 1) 个 点 ,每 点 的 次 数 大 于 等 于 2” 那么 C 有 哈密 尔 顿 图. 
如 果 将 例 10 的 小 正三 角形 (房间 ) 作 为 点 , 相 邻 的 房间 表示 的 点 用 边 相 连 , 我 们 得 


到 一 个 图 . 根据 例 10 的 证 明 ,这 个 图 没有 哈密 尔 顿 链 . 


习 - 题 ， 44 


. 证 明 n 放 1 时 树 T, 至 少 有 两 个 梢 . 

. 某 市 街道 成 棋盘 状 , 横 nn 条 , 竖 m 条 .现在 决定 封闭 一 些 街道 ,使 得 汽车 仍然 能 从 任 
一 个 十 字 路 口 走 到 其 他 十 字 路 口 , 但 决 不 会 多 园子 . 问 : 应 当 封闭 多 少 段 路 (每 两 
个 相 邻 的 十 字 路 口 间 的 路 称 为 一 段 )? 

. n 个 人 ,每 人 一 根 香 烟 ,但 火柴 仅 有 一 根 ( 只 能 用 一 次 ). 问 : 有 多 少 种 不 同 的 方式 将 
烟 全 点 着 (假定 每 根 烟 可 以 点 任意 多 次 )? 

. 九 个 不 同 的 点 可 以 产生 多 少 种 不 同 的 树 ? 

. 某 城市 中 ,对 任意 三 个 路 口 A, B, C, 都 有 从 A 到 B 而 且 不 经 过 C 的 路 . 证 明 从 任 
一 路 口 到 任 一 其 他 路 口 , 均 有 两 条 不 相交 的 路 (路 口 均 至 少 有 两 条 路 相交 ,该 城市 
至 少 有 三 个 路 口 ). 

. 求 出 最 小 的 正 整 数 n, 使 得 在 nn 个 无 理 数 中 总 有 三 个 数 , 这 三 个 数 中 每 两 个 的 和 为 
无 理 数 . 

. 奥 芝 国 有 若干 城堡 ,每 个 城堡 与 三 个 城堡 有 边 相 连 .一 名 骑士 从 自己 的 城堡 出 发 ， 
在 开始 时 任 选 一 条 边 , 走 过 两 条 边 后 ,遵循 下 面 的 基本 原则 : 如 果 上 次 是 向 右 ( 左 ) 
转 的 ,那么 下 一 次 就 向 左 ( 右 ) 转 . 证明 这 位 骑士 一 定 能 回 到 自己 的 城堡 . 

. 有 2 000 个 城市 ,每 个 城市 有 三 条 航线 (双向 ) 经 过 ,每 个 城市 可 以 飞 抵 其 他 1 999 
个 城市 (允许 转机 ). 能 否 将 其 中 200 个 城市 关闭 ,使 得 剩 下 的 城市 仍 能 (不 经 过 这 
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10. 


11. 


12. 
13. 


14. 
15. 


200 个 城市 ) 通 航 ? 


。 设 集 X= {1 A 和 n). i 是 和 的 全 部 > (r 一 一 Qs Ls ey nn) 元 子 集 所 成 的 族 . 


证 明 : 

(a) 当 r 二 n/2 时 ,有 X" 到 Xt 的 单 射 f,, 对 每 个 r 元 集 A E€ X"”,f,(A) 必 A. 
(b) 当 r 盖 ?zzV/2 时 ,有 X 到 X 的 单 射 g,，, 对 每 个 r 元 集 A € X"”,g,(A)CA. 
在 有 nn 名 女生 与 n 名 男生 参加 的 一 次 集会 上 ,每 名 女生 认识 半数 以 上 的 男生 ,每 名 
男生 也 认识 半数 以 上 的 女生 (认识 是 相互 的 ). 求证 : 他 们 可 围 成 一 圈 , 使 每 名 男生 
的 两 旁 都 是 他 认识 的 女生 ,每 名 女生 的 两 旁 都 是 她 认识 的 男生 . 

在 8X8 的 棋盘 中 已 选 定 16 个 方 格 , 每 行 每 列 均 恰 有 两 个 选 定 的 方 格 . 证 明 可 以 将 
其 中 8 个 染 成 红色 ,8 个 染 成 蓝 色 ,使 得 每 行 每 列 都 恰 有 一 个 红 格 . 

图 G 有 ?三 3 个 点 ,每 两 个 不 相连 的 点 ,次 数 之 和 不 小 于 nn. 证 明 G 有 哈密 尔 顿 转 . 


图 G 有 n(n 实 3) 个 点 , 边 数 不 少 于 去 0n 一 1)(n 一 2) 十 2. 证 明 它 必 有 一 条 哈密 尔 


顿 图 . 

如 果 图 G 中 次 数 的 最 大 值 为 d ,证 明 它 的 色 数 不 大 于 d 十 1. 

在 吓 多 面体 中 ,顶点 A 的 次 数 是 5, 其 余 点 的 次 数 都 是 3. 将 每 条 棱 染 成 蓝 色 、 红 色 
或 紫色 . 如 果 从 任 一 个 3 次 顶点 引出 的 3 条 核 都 恰好 染 成 3 种 不 同 的 颜色 , 则 称 这 
种 染色 方式 是 “好 的 ” 已 知 所 有 不 同 的 “好 的 ”染色 方式 的 总 数 不 是 5 的 倍数 . 求证 
一 定 有 某 种 “好 的 ”染色 方式 ,其 中 有 3 条 由 A 引 出 的 相 邻 的 棱 被 染 成 相同 的 颜色 . 
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本 讲 介 绍 图 论 中 的 其 他 内 容 , 特 别 是 有 向 图 、 子 图 . 

;和 已 知 两 国有 航空 业务 ,使 得 任 两 个 分 属 这 两 国 的 城市 之 间 , 都 恰 有 一 条 单 
回 的 航线 ,并 且 每 个 城市 都 有 飞 往 另 一 国 某 些 城市 的 航线 . 证 明 可 以 找 出 4 个 城市 A， 
B,C,D, 使 得 可 由 AA 直 飞 B, 由 B 直 飞 C, 由 C 直 飞 D, 由 DD 直 飞 A. (1991 年 第 54 届 
莫斯科 数学 奥林匹克 ) 

解 ”采用 “极端 性 原则 ”( 第 43 讲 例 10 已 经 用 过 ). 

设 在 第 一 个 国家 的 城市 中 ,A 能 直接 飞 到 的 (第 二 个 国家 的 ) 城 市 最 少 . B 是 这 些 城 
市 中 的 一 个 . 

根据 已 知 ,B 可 以 直接 飞 到 第 一 个 国家 的 城市 C. 

C 能 直接 飞 到 的 城市 不 少 于 A 能 直接 飞 到 的 城市 ,而 且 其 中 没有 城市 B, 所 以 其 中 
必 有 一 个 城市 是 A 不 能 直接 飞 到 的 . 设 这 个 城市 为 D, 则 根据 已 知 ,D 可 直接 飞 到 A. 

A, B,C, D 即 为 所 求 的 4 个 城市 . 

在 例 1 中 ,将 城市 用 点 表示 . 如 果 城 市 A 到 城市 B 有 一 条 单 向 的 航线 ,那么 就 在 相 
应 的 点 A, 如 之 间作 一 条 有 向 的 边 , 即 在 边 上 加 一 个 指向 B 的 箭头 表示 方向 . 这 样 的 图 
称 为 有 向 图 . 

在 有 癌 图 中 ,由 A 引出、 方向 向 外 的 边 数 称 为 A 的 出 次 , 记 为 d+ (A). 而 指向 A 的 
边 数 称 为 A 的 人 次 , 记 为 da (A). 

例 1 中 的 A, 是 出 次 最 小 的 点 . 

显然 ,所 有 出 次 的 和 等 于 所 有 人 次 的 和 ,而 且 等 于 图 中 的 边 数 . 

已 县 100 种 昆虫 ,每 两 种 之 中 有 一 种 能 消灭 另 一 种 . 证 明 能 将 这 100 种 昆虫 排 成 
一 列 ,使 得 每 一 种 昆虫 能 消灭 紧 接 在 它 后 面 的 那 一 种 昆虫 . 

解 100 可 以 改 为 更 一 般 的 自然 数 n 三 2. 用 归纳 法 来 证 明 . 

作 一 个 图 G, G 的 每 一 个 点 v; 表示 一 种 昆虫 ,如 果 昆 虫 w 可 以 消灭 昆虫 ww ,我 们 
就 作 一 条 从 v; 到 wv 的 有 向 边 . 这 样 得 到 的 图 称 为 有 向 完全 图 (或 竞赛 图 ). 如 果 不 考虑 
方向 , 它 就 是 完全 图 天,. 

要 证 明 的 结论 是 有 向 完全 图 中 必 有 哈密 尔 顿 链 , 即 可 以 沿 着 边 ( 当 然 要 按照 这 条 边 
的 方向 前 进 ) 走 过 每 个 点 恰好 一 次 . 

n 三 2 时 结论 显然 . 假设 命题 对 nn 一 1 成 立 ,n 一 1 个 点 排列 为 vi 一 > vs 一 … 一 > v1. 

这 时 有 三 种 情况 : 

(a) 如 果 有 边 mw- 一 ,那么 vi 一 vo 一 … 一 v1 一 vw 即 为 所 求 . 

(b) 如 果 有 边 vw 一 v1 ,那么 一 v1 一 vz 一 … 一 vw,_1 即 为 所 求 . 

(c) 如 果 (a) ，(b) 都 不 成 立 ,那么 有 边 mm 一 mm 及 wv, 一 >v,_ 1. 在 1, 2, …, 7 一 2 中 一 
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定 有 一 个 i, 使 得 边 vv 与 v,>vi+1 同 时 存在 (我 们 选取 i 为 1，2,，…, n 一 2 中 第 一 
个 使 边 v, 一 vi+! 存 在 的 数 ). 这 时 
即 为 所 求 . 

到 加 在 一 个 有 向 图 中 ,已 知 每 点 的 出 次 不 超过 6. 证 明 : 可 将 它 的 顶点 各 染 上 13 
种 颜色 中 的 一 种 ,使 得 同色 的 顶点 之 间 没 有 边 相 连 . 

解 ” 还 是 对 点 数 n 进行 归纳 . n 三 13 时 , 结论 显然 . 假设 结论 对 n 一 1 成 立 ,考虑 n 
个 点 的 图 . 

由 于 dr(A) = 3)d(A), 而 所 有 d+ (A) 达 6, 所 以 >)d(A) 达 6n, 从 而 必 有 


一 点 A 的 人 次 之 守 二 6. 


去 掉 A 及 以 A 为 端点 的 边 . 对 剩 下 的 图 用 归纳 假设 ,将 它 的 顶点 各 染 上 13 种 颜色 
中 的 一 种 ,使 得 同色 的 点 之 间 无 边 相 连 . 

由 于 d+ (A) 十 d-(A) 达 6 十 6 = 12, 所 以 可 将 A 染色 ,使 得 A 的 颜色 与 相连 的 点 
(至 多 12 个 ) 均 不 同色 . 

g5 呈 已 知 一 个 有 向 图 中 ,每 点 的 出 次 不 超过 2, 证 明 可 将 它 的 顶点 各 染 上 13 种 
颜色 中 的 一 种 ,使 得 从 任 一 点 到 它 的 同色 上 ,至 少 要 经 过 3 条 边 . 

解 ” 考虑 一 个 与 原 图 G 相关 的 图 G'.G 的 点 与 G 一 一 对 应 . 如 果 在 G 中 ,从 点 A 
可 以 直接 到 达 点 B, 即 有 一 条 有 向 边 A 一 B; 或 者 从 点 A 经 过 某 个 点 C 可 以 到 达 B, 即 
有 两 条 有 问 边 A—C,， C>B, 那 么 ,就 在 图 G 中 , 连 一 条 有 问 边 A' 一 B', 这 里 A’, B' 为 
G' 中 与 A,，B 对 应 的 点 . 

由 于 d* (A) 过 2, A 可 以 直接 到 达 的 点 至 多 2 个 ,而 且 对 于 A 能 直接 到 达 的 每 个 
点 B, B 能 直接 到 达 的 点 至 多 2 个 ,所 以 A 能 直接 到 达 或 经 过 一 个 中 间 点 到 达 的 点 不 
超过 2 十 2X2 = 6 个 . 即 在 图 G 中 ,每 点 A' 的 出 次 d+ (A) 过 6. 

根据 例 3, 可 将 G 的 顶点 各 染 上 13 种 颜色 中 的 一 种 ,使 得 同色 的 点 互 不 相连 . 

在 图 G 中 ,相应 的 染色 (A 与 A' 同 色 ) 满 足 要 求 . 

例 1 至 例 3 的 方法 :归纳 法 、 枚 举 .极端 性 原则 ,都 是 图 论 中 常用 的 . 例 4 中 作 一 个 
辅助 的 图 ,尤为 巧妙 ,值得 玩味 . 

例 3, 例 4 都 源 于 下 面 一 道 俄 罗斯 赛 题 . 

[5 某 城 市 有 若干 广场 ,有 些 广场 之 间 有 单行 道 相 连 . 每 个 广场 都 恰好 有 两 条 
往外 的 单行 道 . 证明: 可 以 将 这 个 城市 分 成 1 014 个 小 区 ,使 得 每 条 单行 道 所 连接 的 两 
个 广场 都 分 属 两 个 不 同 的 小 区 ,并 且 对 任何 两 个 小 区 ,所 有 连接 它们 的 单行 道 都 是 同一 
个 方向 的 ( 即 都 是 由 小 区 甲 驶 往 小 区 乙 的 单行 道 ,或 者 全 反 过 来 ). 

解 ” 广场 作为 点 ,单行 道 就 是 连结 两 个 点 的 有 向 边 . 这 样 得 到 一 个 有 向 图 G, 每 点 
的 出 次 为 2, 根据 例 4, 可 将 G 的 点 各 染 上 13 种 颜色 中 的 一 种 ,使 得 从 一 个 点 到 与 它 同 
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色 的 点 ,中 间 至 少 经 过 2 个 点 . 

每 种 颜色 的 点 又 可 以 分 为 78 类 : 设 A 是 第 一 种 颜色 的 点 ,A 有 两 条 引出 的 边 A 一 
B, A 一 C. B,C 可 以 同色 ,这 有 12 种 ;B, C 也 可 以 异 色 , 这 有 Ci = 66 种 . 因此 ,根据 
B,C 的 颜色 ,可 将 第 一 种 颜色 的 点 A 分 为 12 十 66 = 78 类 . 

将 同一 类 的 点 归 在 一 个 小 区 . 小 区 个 数 为 13 xX 78 = 1 014. 

我 们 证 明 所 分 的 小 区 满足 要 求 . 假设 不 然 , 那 么 有 甲 小 区 与 乙 小 区 , 甲 小 区 中 的 点 
(广场 )A! 有 边 Ai 一 Bi ,指向 乙 小 区 的 点 Bi ,而 乙 小 区 中 的 点 B: 有 边 B: 一 A: ,指向 甲 
小 区 的 点 A:. 

因为 Ai ，A; 同属 于 甲 小 区 ,所 以 它们 是 同一 类 ,A, 也 应 有 一 条 边 A; 一 C, 指 向 与 
Bl 同色 的 点 C. 这 样 ,就 有 B,—A;—C. 而 也 与 Bb 也 就 与 C 同色 ,但 上 面 已 经 说 过 ， 
从 G 中 一 个 点 到 与 它 同色 的 点 ,中 间 至 少 经 过 2 个 点 . 矛盾 表明 所 分 小 区 满足 要 求 . 

在 一 个 图 C 中 ,由 一 部 分 点 以 及 这 些 点 之 间 的 边 , 所 组 成 的 图 G, , 称 为 G 的 子 图 . 
我 们 常常 关心 某 种 特定 形状 的 子 图 . 如 第 43 讲 例 2, 就 是 问 有 没有 一 个 子 图 是 三 角形 . 

9 图 G 有 nn 个 点 ,e 条 边 ,证 明 在 


e> 闻 n(1 Vn 一 5) (1) 
时 ,图 G 中 必 有 四 边 形 . 
解 考虑 “ 角 ”: 由 一 点 A 及 A 引出 的 两 条 边 AB，AC 组 成 的 图 形 , 
设 个 点 的 次 数 分 别 为 a1，as，…, a,, 则 角 的 总 数 为 >，C2， 
如 果 图 中 没有 四 边 形 ,那么 每 一 对 点 B, C 至 多 产生 一 个 角 ( 人 BAC) ,所 以 点 对 的 
总 数 C; 不 小 于 角 的 总 数 , 即 C; > > . 由 柯 西 不 等 式 得 


扩容 一 生计 ta, —1) = Sa 一 :3 
i=1 i=1 i=! 


> (a) -da = (20)* — 2e. (2) 
1 三 ] 


解 不 等 式 (2) 就 得 到 (1). a \ 

当然 (1) 只 是 一 个 估计 式 . 对 于 具体 的 n, e 的 值 可 以 比 (1) 的 右边 小 ,而 G 中 仍 有 
四 边 形 , 例 如 n= 二 8 时 ,e = 12 (习题 43 第 13 题 ). 

和 已 知 8 个 点 的 图 G 中 , 任 5 点 组 成 的 子 图 都 有 三 角形 ,证 明 G 中 有 一 个 完 
全 图 KK,. 

解 ” 如 果 有 一 点 A 的 次 数 三 5, 那么 与 A 相连 的 5 个 点 中 有 三 角形 ,它们 与 A 组 
成 K,. 

因此 ,可 设 每 点 次 数 三 4. 


177 


178 


数学 竞赛 研究 教程 


如 果 有 3 个 点 ,两 两 不 连 ,那么 其 余 的 点 中 , 任 两 点 一 定 相 连 ( 否 则 它们 与 这 三 点 合 
成 5 点 ,其 中 没有 三 角形 ), 从 而 必 有 天: ,更 有 K.. 

因此 ,可 设 任 3 点 中 ,至 少 有 2 点 相连 . 

如 果 有 一 点 A 的 次 数 之 3, 设 A 3， (2 D 相连 ,不 与 E, 上 ， G 相连 ,在 B， C,D 
两 两 相连 时 ,它们 与 A 构成 K,. 设 B 与 C 不 相连 . 这 时 由 于 A 不 与 E, 下 相连 ,所 以 
EF, 下 一 定 相 连 . 同 理 有 边 FG,，EG. 从 而 EE, F, G 成 三 角形 .在 B 与 E, F, G 均 相连 
时 ,已 有 K,. 可 设 B 与 E 不 连 ,C 也 与 卫 ， F,， G 中 至 少 一 点 不 连 , 而 且 这 点 不 是 FF( 因 
为 3 点 B,C, EE 中 ,C,E 必 相连 ). 设 C 与 F 不 连 .考虑 A,E, BC, 下 5 点 ,其 中 无 三 
角形 ,与 已 知 矛 盾 . 

如 果 每 点 次 数 三 2, 那 么 有 点 A, D 互 不 相 邻 ,而 且 还 有 点 G 与 A，D 均 不 相 邻 
(1 十 2 十 1 十 2=6 一 8), 即 有 3 个 点 两 两 不 连 , 这 也 与 上 面 的 结果 了 矛盾. 

因此 ,G 中 一 定 有 完全 图 K,. 

例 7 的 证 法 很 多 ,大 致 均 需 用 枚 举 法 . 

某国 有 个 城市 , 某 些 城市 之 间 有 直达 的 双向 飞机 航线 (航线 可 以 超过 1 条 ). 
已 知 对 任意 &(2 近 4 上 反思, 在 任意 & 个 城市 之 间 ,航线 的 数目 都 不 多 于 2 一 2 条 .证 明 : 可 以 
将 所 有 航线 划 归 两 个 航空 公司 ,使 得 任何 一 个 公司 所 拥有 的 航线 都 不 形成 封闭 的 折线 . 

解 ” 将 城市 用 点 表示 ,如 果 两 个 城市 之 间 有 直达 航线 ,就 在 相应 的 两 点 之 间 连 一 条 
边 , 这 样 得 到 一 个 图 G. 

G 中 ,每 一 条 边 AB, 表 示 从 A 可 到 B, 从 B 也 可 到 A. 这 是 无 向 图 与 有 向 图 不 同 
之 处 . 图 G 中 ,A, B 之 间 的 边 可 以 多 于 1 条 ,这 是 与 以 前 所 说 的 图 不 同 之 处 . 以 前 所 说 
的 图 ,两 点 间 至 多 有 1 条 边 ,通常 称 为 简单 图 (在 不 致 混淆 时 ,图 即 指 简单 图 ). 

在 本 例 的 条 件 中 , 取 & = 2, 得 出 2 点 间 至 多 有 2X2 一 2 = 2 条 边 . 

本 题 的 结论 即 证 明 G 的 边 可 以 染 成 两 种 颜色 ,同一 种 颜色 的 边 不 形成 圈 . 

采用 归纳 法 . 


n 二 2 时 , 至 多 有 2 条 边 , 染 成 不 同 颜色 即 可 . A 

n 二 3 时 ,至 多 有 2X3 一 2 = 4 条 边 . 如 图 45-1 染色 即 可 . 区 

假设 结论 在 ” 换 为 较 小 的 数 时 均 成 立 . 考虑 的 情况 . 这 时 边 数 EA 二 各 c 
三 2n 一 2. 因而 有 一 点 A 的 次 数 过 [< 人 2 一 他] 二 3. 图 45-1 


如 果 d(A) 二 3, 那么 将 A 及 A 引出 的 边 去 掉 . 由 归纳 假设 , 剩 下 的 图 可 以 染色 满 
足 要 求 , 再 将 A 引出 的 边 染 上 不 同 颜 色 即 可 . 

设 d(A) = 3.A 与 B 相 邻 ,A, B 之 间 至 多 2 条 边 , 所 以 A 至 少 还 与 一 点 C 相 邻 ， 

去 掉 A 及 A 引出 的 边 . 剩 下 的 图 中 ,如 果 任 一 个 含有 B, C 的 子 图 互 , 边 数 都 少 于 2h 
一 2, 其 中 六 是 子 图 互 的 顶点 数 ,那么 在 B, C 之 间 添 上 一 条 边 (原来 B, C 之 间 的 边 少 于 2 
条 ) , 仍 满足 归纳 假设 的 要 求 . 因此 ,可 将 边 染 成 两 种 颜色 ,同一 种 颜色 的 边 不 形成 圈 . 然 
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后 ,去 挥 所 添 的 边 BC, 补 回 点 A 及 A 引出 的 边 . 将 AB, AC 染 成 与 BC 同样 的 颜色 ,而 将 
A 引出 的 第 3 条 边 染 成 男 一 种 颜色 ,如 图 45-2(a) 或 (b) ,这 时 图 中 没有 同色 的 圈 . 


图 45-2 


如 果 有 一 个 含有 吾 ，C 的 子 图 V ,点数 为 h, 边 数 恰好 为 24 一 2, 那 么 将 V“ 紧 缩 ” 为 
一 点 风 即 去 掉 整 个 图 V, 换 成 一 个 点 v, 并 且 凡 与 V 的 点 相连 的 点 , 均 改 为 与 v 相 连 ( 图 
45-3). 与 V 中 zt 个 点 相连 的 点 与 v 连 t 条 边 (但 下 面 我 们 看 到 + 过 2). 


图 45-3 


这 样 得 到 的 新 图 G ,满足 归纳 假设 的 条 件 :考察 G 中 的 子 图 Vi, 设 Vi 有 上 个 点 .v 不 
在 Vi 中 时 ,Vi 的 边 数 与 紧缩 前 相同 , 过 2k 一 2. v 在 Vi 中 时 ,紧缩 前 , 即 去 掉 w 而 恢复 VV， 
Vi 一 tv} UV 共有 边 数 志 2C(% 一 1 十 h) 一 2, 其 中 V 的 边 数 = 2h 一 2, 所 以 Vi 的 边 数 去 
2& 一 2 (特别 地 ,每 点 与 v 的 连 线 条 数 1 三 2). 于 是 ,由 归纳 假设 ,可 将 G' 中 的 边 按照 要 求 
染色 ,也 可 将 V 中 的 边 按照 要 求 染色 . 这 样 ,G 中 的 边 也 就 染 成 两 种 颜色 . G 中 的 圈 , 如 果 
也 是 G 的 圈 , 或 者 也 是 六 的 圈 , 当然 不 会 同色 . 如 果 这 圈 既 有 -一 部 分 在 G 中 ,又 有 一 部 分 
在 V 中 ,那么 必 可 从 V 中 某 个 顶点 离开 V, 沿 这 图 前 进 ,经 过 多 于 1 条 的 边 , 又 回 到 V. 在 
“紧缩 "后 ,这 一 段 成 为 G 中 的 圈 , 它 是 不 同色 的 . 因此 ,上 述 染 色 合 乎 要 求 . 

紧缩 的 方法 ,在 习题 43 第 4 题 中 ,我 们 也 曾 用 过 . 

俄罗斯 的 竞赛 中 ,编制 了 不 少 好 的 图 论 问题 . 这 三 讲 (第 43、44、45 讲 ) 的 例题 与 习 
题 ,有 不 少 选 自 俄罗斯 的 赛 题 . 


司 * 4 


1. 设 有 一 个 多 面体 , 核 数 为 偶数 . 证 明 可 在 它 的 棱 上 标 上 箭头 ,使 每 个 项 点 的 入 次 都 
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10. 


11. 


12. 
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为 偶数 , 即 指向 它 的 简 头 是 偶数 个 . 


.在 凸 多 面体 的 每 一 条 棱 上 安放 一 个 箭头 ,使 得 对 多 面体 每 一 个 顶点 分 别 至 少 有 一 


个 往 头 进入 它 , 也 至 少 有 一 个 箭头 离开 它 .证明 存 在 多 面体 的 两 个 面 ,在 它们 的 边 
上 党 着 箭头 所 指 的 方向 可 以 环绕 周边 一 圈 . 


. 在 集合 S 的 元 素 之 间 有 关系 “一 ”, 满 足 : 


(1) 对 任意 不 同 的 a,bE S, 必 有 a->b 或 b>a, 二 者 恰 有 一 种 出 现 ，; 
(2) 对 任意 不 同 的 a, b,c EE S, 若 a>b, b>c, 则 cx>a. 
问 集合 S 至 多 有 多 少 个 元 素 ? 


， 某 城 的 街道 原来 均 可 双向 行车 . 现 决定 在 两 年 内 翻修 全 部 街道 . 为 此 ,在 第 一 年 中 ,有 些 


街道 成 为 单行 线 ; 到 了 第 二 年 ,这 些 街道 恢复 为 双向 行车 ,其 余 道路 则 限制 为 单 向 行车 . 
已 知 在 翻修 过 程 中 ,任何 时 候 都 能 从 城中 任 一 地 点 驱车 前 往 其 他 任 一 地 点 . 证 明 可 将 这 
城 的 所 有 道路 全 都 改 为 单行 线 , 使 得 仍 可 由 城中 任 一 地 点 驱车 前 往 其 他 任 一 地 点 . 


. 证 明 在 2n 个 人 中 , 必 有 2 个 人 ,他 们 (在 这 些 人 中 ) 的 公共 朋友 有 偶数 个 . 
. 某国 有 1 001 个 城市 ,每 两 个 城市 间 有 一 条 单 向 的 道路 . 每 个 城市 有 500 条 出 城 的 


道路 ,也 有 500 条 进 城 的 道路 . 由 这 个 国家 分 裂 出 一 个 独立 的 国家 ,有 668 个 城市 . 
证 明 :新 独立 的 国家 中 ,由 任 一 个 城市 可 以 到 达 其 他 的 任 一 个 城市 ,不 必 驶 出 国界 . 


. 有 nn 个 城市 ,k 个 航空 公司 .每 两 个 城市 之 间或 者 没有 航线 ,或 者 有 一 条 属于 某 个 航 


空 公司 的 双向 直 飞 航线 . 已 知 每 个 航空 公司 的 任意 两 条 航线 都 有 公共 端点 . 证 明 可 
将 nn 个 城市 分 为 k 十 2 组 ,同一 组 中 任何 两 个 城市 都 没有 航线 . 


. 图 C 的 边 各 染 上 4 种 颜色 中 的 一 种 ,使 得 每 一 条 由 3 条 边 顺 次 相连 而 成 的 路 上 ,第 


一 条 边 与 第 三 条 边 颜色 不 同 , 证 明 : 可 以 将 G 的 顶点 各 染 上 4 种 颜色 中 的 一 种 , 同 
色 的 点 互 不 相 邻 . 


. 如 果 图 G 的 任 三 点 中 必 有 两 点 相连 ,那么 G 称 为 “三 连 的 ”. 如 果 图 G 由 一 点 O 及 7 


对 点 A;，B;(1 过 i 过 n) 组 成 , 并 且 A; 与 B; 相连 ,又 都 与 O 〇 相连 (1 过 i 过 nn), 那 
么 G 称 为 具有 nn 个 “叶片 ”的 “风车 ”. 设 m 点 的 三 连 图 一 定 包 含 n 叶 (n 个 叶片 的 ) 
风车 . 求 m 的 最 小 值 (用 nn 表示 ). 

设 正 整数 上 三 n 三 m. 图 G 中 ,每 点 的 次 数 不 小 于 nn 并且 不 大 于 m. 证明; 可 在 G 中 
去 掉 若干 条 边 得 到 一 个 新 图 ,图 中 每 点 的 次 数 不 小 于 n 一 kk 并且 不 大 于 mm 一. 

一 些 少先队 员 参 加 夏令 营 .每 人 认识 50 到 100 个 其 他 队员 . 证明 可 以 造 一 批 帽 子 ， 
每 人 发 一 顶 , 帽 子 的 颜色 不 超过 1 331 种 ,使 得 每 个 队员 认识 的 人 中 , 戴 的 帽子 至 
少 有 20 种 不 同 的 颜色 ， 

多 头 蛇 由 一 些 头 与 100 条 颈 子 组 成 . 每 一 条 颈 子 连接 两 个 头 . 每 砍 一 剑 , 可 以 斩 断 
一 个 头 A 所 连 出 的 所 有 颈 子 ,但 由 头 A 立即 长 出 一 些 新 颈 子 连结 原来 不 与 A 相连 
的 头 (每 个 头 只 连 一 个 新 颈 子 ). 只 有 将 多 头 蛇 斩 成 两 个 不 连通 的 部 分 才能 击败 它 . 
求 最 小 的 n, 斩 n 剑 就 可 击败 多 头 蛇 . 
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解决 存在 性 的 问题 ,除了 构造 法 外 ,最 常用 的 是 抽 居 原理 . 
10 个 苹果 放 和 人 9 个 抽 屠 中 ,无 论 怎样 放 , 一定 有 一 个 抽 屠 里 放 了 2 个 或 更 多 个 苹 
果 . 这 个 简单 的 道理 就 是 抽 居 原理 . 它 是 德国 数学 家 狄 利 克 雷 (P. G. L. Dirichlet， 
1805 一 1859) 首 先 明确 地 提出 来 的 . 因此 ,也 称 为 犹 利克 雷 原理 . 
抽 屠 原理 有 各 种 表现 形式 ,例如 
(iD 将 nn 十 1 个 元 素 分 为 nn 组 ,那么 必 有 一 组 中 含有 两 个 或 更 多 个 元 素 . 
(ii) 将 nm 十 1 个 元 素 分 为 n 组 ,那么 必 有 一 组 中 含有 wm 个 或 更 多 个 元 素 . 
(iii 将 个 元 素 分 为 n 组 ,那么 必 有 一 组 中 元 素 的 个 数 不 少 于 卜 , 也 必 有 一 组 中 元 
素 的 个 数 不 多 于 
(iv) 将 gi 十 qz 十 … 十 gs 一 n 十 1 个 元 素 分 为 n 组 ,那么 必 有 一 个 i (1 二 i 三 ,在 
第 i 组 中 元 素 的 个 数 不 少 于 gq;. 
(v) 将 无 穷 多 个 元 素 分 为 有 限 多 组 ,那么 必 有 一 组 含有 无 穷 多 个 元 素 . 
这 几 种 表现 形式 的 证 明 大 体 相似 , 现 以 (iv) 为 例 , 证 明 如 下 : 
假设 结论 不 成 立 ,那么 对 于 i 二 1, 2, …,n, 在 第 i 组 中 至 多 有 9g; 一 1 个 元 素 , 因 此 
总 共 只 有 
te bn ite ee 
二 qi 十 qz 十 "… 十 qn 一 7 | 
二 qi 十 qz 十 … 十 qs 一 nn 十 1 


个 元 素 , 与 已 知 矛 盾 ， 

应 用 抽 居 原理 时 需 搞 清 三 个 问题 : 

1. 什么 是 “苹果 ”? 

2. 什么 是 “ 抽 居 ”? 

“苹果 ”“ 抽 居 ” 各 多 少 ? 
本 济 闪 和 通过 一 些 典 更 的 人 是 玉 说 明 这 此 问题 
”一 次 象棋 比赛 共有 n 名 选手 参加 ,证 明 必 有 两 名 选手 与 同样 多 的 对 手下 

解 ” 我 们 把 与 同样 多 的 对 手下 过 棋 的 人 归 人 同一 组 . 这 里 的 “苹果 ?就 是 人 ， 抽 履 ” 
就 是 所 分 的 组 .“ 苹 果 ” 有 nn 个.“ 抽 必 ”的 个 数 呢 ?” 根 据 对 手 的 个 数 , 有 种 情况 , 即 对 手 
数 分 别 为 0, 1, …, ”一 1. 但 0 与 ?一 1 这 两 种 情况 不 能 同时 出 现 ( 如 果 有 选手 没有 和 其 
他 人 赛 过 ,那么 就 不 可 能 有 人 和 ?7 一 1 个 人 都 赛 过 ) ,所 以 实际 上 只 有 2 一 1 种 情况 , 即 
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2 一 1 个 抽 屠 . 因此 根据 ()), 必 有 两 个 人 在 同一 组 ,也 就 是 他 们 与 同样 多 的 对 手下 过 棋 . 
一 位 棋 手 参加 11 周 (77 天 ) 的 集训 ,每 天 至 少 下 一 盘 棋 ,每 周至 多 下 12 盘 
棋 . 证 明 这 棋 手 必 在 连续 的 几 天 内 恰好 下 了 21 盘 棋 . 
解 用 ww (i 二 1,2,…, 77) 表 示 这 位 棋 手 在 第 1 天 至 第 i 天 (包括 第 i 天 在 内 ) 所 
下 的 总 盘 数 ， 
由 于 每 天 至 少 下 一 盘 棋 , 所 以 


al ds ys 1» 


由 于 每 周至 多 下 12 盘 , 所 以 az 三 12 X11 = 132. 
我 们 要 证 明 存 在 两 个 正 整 数 ; 二) 使 w = a 十 21 成 立 , 这 只 要 证 明 


Cis U2 "ss 人 77 9 ai 十 21， 5 十 21， i | a7? 十 21 C2) 


中 必 有 两 个 相等 就 可 以 了 (因为 在 i 关 j 时 ,a; 关 aj，ai 十 21 关 @j 十 21, 所 以 只 可 能 ai 三 
aj 十 21). 由 于 


a77 十 21] 三 132 十 21 = 153 二 2X77= 154， 


我 们 过 到 的 情况 是 将 154 个 “苹果 ”( 即 (2) 中 的 154 个 数 ) 放 入 1, 2,…, 153 这 153 个 
“ 抽 必 ”中 ,因而 其 中 必 有 两 个 “苹果 ” 放 入 同一 个 “ 抽 居 ”之 中 , 即 (2) 中 必 有 两 个 数 相 等 . 
证 毕 . 

”< 一 家 旅馆 有 90 个 房间 , 住 有 100 名 旅客 . 每 次 都 恰 有 90 名 客人 同时 回 
来 . 证 明 至 少 要 准备 990 把 钥匙 分 给 这 100 名 客人 ,才能 使 得 每 次 客人 回来 时 ,每 名 
客人 都 能 用 自己 分 到 的 钥匙 打开 一 个 房间 住 进去 ,并 且 避 免 发 生 两 个 人 同时 住 进 一 个 
房间 . 

解 ” 如 果 钥 匙 数 小 于 990, 那 么 根据 (iii)，90 个 房间 中 至 少 有 一 个 房间 的 钥匙 数 
少 于 5 = 11. 当 持 有 这 房间 钥匙 的 客人 (至 多 10 名 ) 全 部 未 回来 时 ,这 个 房间 就 打 不 
开 , 因 此 90 个 人 无 法 照 所 说 的 方式 在 89 个 房间 里 住 下 来 . 

另 一 方面 ,990 把 钥匙 已 经 足够 了 . 这 只 要 将 90 把 不 同 的 钥匙 分 给 90 个 人 ,其 余 
的 10 名 旅客 ,每 人 各 拿 90 把 钥匙 (每 个 房间 一 把 ) ,那么 任何 90 名 旅客 返回 时 ,都 能 按 
照 题 述 要 求 住 进 房 间 . 

例 3 的 关键 是 每 个 房间 需要 11 把 钥匙. 

四 从 nn 个 字母 zi ， zz，…， Xx, 中 任意 取出 mm 个 (允许 重复 ) ,并 依 任意 的 次 序 
排列 . 证 明 如 果 m 三 2, 那么 一 定 可 以 在 所 写 的 序列 中 , 找 出 若干 个 连续 的 项 ,它们 的 
乘积 是 一 个 单项 式 的 平方 (例如 Tl1» X22» X39 TI X29 1I， X33» XI 中 ,从 第 二 项 到 第 七 项 
的 乘积 是 单项 式 zizzzs 的 平方 ). 
解 ” 设 写 出 的 序列 为 
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(i C3) 
我 们 把 acez…a (三 i 志 mx) 当 作 “苹果 ”, 它 的 个 数 为 m 宇 2". 每 个 aiaz…a 可 以 写成 
TI TI Tn (4) 


的 形式 . 如 果 Cl，Q2， ”9，Qn 都 是 偶数 ,alias …a: 已 经 是 平方 式 . 如 果 Ql» Q2. “**, Qn 不 
全 为 偶数 ,那么 根据 它们 的 奇偶 性 可 分 为 2" 一 1 种 情况 (“ 抽 展 ”), 即 


000…*01，000。…。11,，。。，111…1]， (5) 


其 中 第 个 数码 为 0 或 1, 表示 ar 为 偶数 或 奇数 . 于 是 , 必 有 aiaz…a, 与 a1a2*…at (s 一 
t) 写成 形式 (4) 后 , 对 应 指数 的 奇偶 性 完全 相同 ,从 而 在 商 


中 ,每 个 (k 二 1,，2,…, n) 的 指数 全 为 偶数 , 即 (6) 是 单项 式 的 平方 . 
任意 给 定 一 个 mn 十 1 项 的 实数 数列 


Qls C29 “9 dmntl. (7) 


证 明 可 以 从 中 选 出 m 十 1 项 ( 依 (7) 中 顺序 ) 单 调 递 增 ,或 者 可 以 从 中 选 出 nn 十 1 项 ( 依 
(7) 中 顺序 ) 单 调 递 减 . 
解 ” 我 们 采用 著名 数学 家 厄 迪 斯 的 解法 . 对 (7) 中 任 一 项 w , 设 从 


一 dHdst2"""d (6) 


Gdis Ci 二 Il， Gii+29 ”9 人 rn 十 ] (8) 
中 选 出 的 以 a; 为 首 项 的 递增 数列 至 多 z; 项 ,以 a; 为 首 项 的 递减 数列 至 多 y; 项 . 显然 
i wi 
如 果 恒 有 yy 季 | < mm, Vi < 12， (9) 


那么 形 如 (xz;， yi) 的 数 对 至 多 mn 种 ,而 zi 一 1，2，…，727 十 1 共 mn a 个 ,因此 必 有 
i 二 7, 使 
Xi = Xj, Yi; = Yy,. (10) 
但 在 ww 三 aj 时 ,xi; 宇 zj 十 1( 每 个 以 a) 为 首 的 递增 数列 添上 a; 便 成 了 以 a; 为 首 的 
递增 数列 ) ,在 a; 之 a 时 ,yw 三 多 十 1. 因此 (10) 不 可 能 成 立 , 从 而 (9) 中 至 少 有 一 个 不 成 
YY, 即 z; 宇 m 十 1 或 y; 宇 n 十 1 成立. 
0 设 实数 zi，z ，…，xzw 满足 
Xf 十 区 十 "… 十 Xx = 二 .1. (11) 


证 明 对 每 一 个 整数 kk 之 2， 存在 不 全 为 零 的 整数 Ul» Gd2. ”9 Un ,满足 
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| ai | 二 —1 (= 1,2,.…,n) (12) 
及 re Ne Dy Dn (13) 
解 不 妨 假定 zx; 之 0， 2 一 1， 2 i 人 来 代替 xz,). 

由 柯 西 定理 ,对 于 0 过 6b; 过 & 一 1 (i = 二 1 ,1), 


0bz 二 bz 二 十 bX 迁 ( 一 (zi 十 Xxz 十 … 十 xz,) 
委 (&R 一 1) eV 十 了 十 … 十 1)(z? 十 怠 十 … 十 Xz:) 
= (k— 1) Vn. 


将 区 间 [0，(k 一 1) Va] 等 分 为 如 一 1 份 ,每 一 份 是 一 个 “ 抽 必 ”, 长 度 为 和 % 二 2. 
整数 5，(i 二 1，2，…， n) 有 上 个 值 : 0, 1，2,…, 上 一 1, 所 以 bx 十 Boxzs 十 … 十 
pr 有 k" 个 ,这 k" 个 “苹果 ” 必 有 两 个 在 同一 个 抽 居 中 , 设 它们 是 
Dizi 二 bzzz 二 十 Dras Zi 十 本 Tz 十 十 BVT，， 
其 中 如 与 6 (i = 1, 2,…, n) 不 全 相等 , 则 有 
| (Giz 十 b2zz 十 十 bz) 一 (BIXi 十 本 Tz 十 … 十 允 T,) | 


(k= k— Dyn 
| 
今 a = GG = 1; 2, …, 1), (15) 
则 &i，as，…, a 是 不 全 为 0 的 整数 ,满足 (12)，(13). 
注 凡 要 证 明 存 在 分 量 不 全 为 0 的 (a » Ud2，, *"", an ) 满 足 性 质 P, 往 往 利 用 抽 屋 原 
理 找 出 两 个 不 相等 的 Ce by ， | be) (1 2 1， 2)， 它们 的 差 就 是 所 要 求 的 (a， 
OY ep 
有 时 需要 反复 运用 抽 懂 原理 . 
上 计 6 个 代表 队 共 1 958 名 运动 员 , 编 上 号 码 1 2, …, 1 958. 证 明 至 少 有 一 
运动 员 的 号 码 等 于 他 的 两 个 队友 的 号 码 的 和 或 者 等 于 一 个 队友 的 号 码 的 2 倍 . 
解 不 妨 设 第 1 个 代表 队 人 数 最 多 , 它 的 人 数 宇 | L293 | = 327. 
设 其 中 最 大 的 号 码 为 a ,用 ai 减 其 他 的 (326 个 ) 号 码 , 得 到 的 差 如 果 仍 是 第 1 个 
代表 队 中 的 号 码 , 结 论 已 经 成 立 . 
如 果 这 326 个 差 w 一 a 都 不 在 第 1 个 代表 队 中 ,那么 不 妨 设 其 中 有 3 |=- 66 个 
在 第 2 个 代表 队 中 . 同样 设 最 大 的 号 码 为 b, ,用 6b 减 其 他 的 65 个 号 码 , 差 


bh 一 上 凡 一 (al 一 ai) 一 (al 一 ai) 一 wa 一 a， 


(14) 
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如 果 在 第 1 或 第 2 个 代表 队 中 结论 均 成 立 . 
设 这 65 个 差生 一 和 不 在 第 1 或 第 2 个 代表 队 中 ,继续 考 剧 |= 17, | 二 |= 6， 


| 过 | = 3 个 相应 的 差 ,或 者 结论 成 立 , 或 者 最 后 得 到 两 个 号 码 在 第 6 个 代表 队 中 ,而 这 
人 a 一 a, 二 纺 一 细 一 0 一 cn 一 ds 一 ds 一 er 一 eh, 无论 属于 哪个 代表 

结论 均 成 立 . 

例 7 是 舒 尔 (I. Schur，1875 一 1941) 定 理 (第 47 讲 例 6) 的 特殊 情况 ， 

回 ” 设 为 正 数 . 在 数 轴 上 /2,2V2,…, mnVZ,… 处 各 挖 一 个 宽 为 2e 的 “小 沟 ” 
(以 这 些 点 为 沟 的 中 点 ) 一 个 “加 规 式 * 的 机 器 人 自 实 数 出 发 ,每 步 1 米 , 沿 工 办 正方 
向 前 进 . 证 明 这 个 机 器 人 的 脚 (圆规 的 尖端 ) 迟 早 要 落 到 沟 里 . 

解 这 个 问题 与 用 有 理 数 台 近 无 理 数 * 有 关 ， 

为 了 证 明 结论 ,我 们 将 数 轴 (直线 ) 卷 到 一 个 周 长 为 /3 ( 米 ) 的 贺 上 (相当 于 
modV2) ,这 时 所 有 的 “ 沟 "都 与 同一 段 长 为 2e 的 弧 重 合 ,而 机 器 人 的 “足迹 ”可 以 用 圆周 
上 的 点 表示 ,第 个 足迹 与 第 十 1 个 足迹 之 间 的 弧 长 为 1( 米 ). 需要 证 明 的 是 : 无 论 沟 
宽 2e 怎么 小 ,至 少 有 一 个 足迹 落 在 这 条 沟 里 . 

首先 ,我 们 指出 一 个 显然 的 事实 : 由 于 贺 周 长 /3 是 无 理 数 , 步 长 1 是 有 理 数 ,所 以 
任何 两 个 足迹 都 不 可 能 落 在 圆周 的 同一 点 上 (它们 的 差 不 是 V3 的 整数 倍 , mod V2 不 
同 余 ). 

其 次 ,我 们 证 明 一 定 有 两 个 足迹 之 间 的 距离 小 于 2e. 这 只 需要 将 圆周 分 为 若干 份 


每 份 的 弧 长 小 于 2e ( 份 数 大 于 -学 即 可 ) ,根据 抽 居 原理 (v) ,无 穷 多 个 足迹 中 必 有 两 个 


在 同一 份 中 ,它们 的 距离 小 于 2e. 

最 后 , 设 第 个 足迹 与 第 & 十 ! 个 足迹 间 的 距离 4 二 2e, 可 以 认为 自 第 & 个 足迹 开 
始 , 机 器 人 的 步 长 改 为 d 即将 ! 步 并 作 一 步 ). 由 于 4d 二 2e, 因此 足迹 不 能 越过 宽 为 2e 
的 沟 . 换 句 话说 , 必 在 某 一 步 落 到 沟 里 . 

在 例 8 中 ,如 果 第 m 步 落 到 第 n 条 沟 里 ,那么 


nV2—e=m*:1++a=nv2te, 
即 | nv2—m*1—a|=&. 


完全 同样 地 可 以 证 明 下 面 的 克 罗 内 克 (L. Kronecker，1823 一 1861) 定 理 : 
设 0 为 正 无 理 数 ,a 为 实数 , 则 对 任 给 正 数 ,都 存在 两 个 正 整 数 m,n, 使 得 


| 2 一 到 十 gw | 二 te， (16) 
a 三 0 的 特殊 情况 称 为 狄 利克 雷 定 理 . 


185 


二 数学 竞赛 研究 教程 


186 


以 上 两 个 定理 有 很 多 推广 与 应 用 . 
时 ; 证 明 存在 正 整数 ”使 2" 的 前 三 位 数字 都 是 9, 即 2" 二 999…. 
解 ” 问 题 即 证 明 存 在 两 个 正 整 数 n, m, 使 得 999 X 10" 过 2 一 10 ,也 就 是 
为 十 ljg999 和 过 mlg2 一 z2 十 3. 
应 用 克 罗 内 克 定 理 (9 王 ljg2, 2e 二 3 一 lg 999) 立即 得 到 结论 . 
999 可 以 换 成 任 一 个 正 整 数 . 


证 明 存 在 自然 数 mr, 使 得 
| sin za |= 0. 000 000 001. 畏 寻 和 
解 ”首先 取 一 个 足够 小 的 正 数 es, 使 
| sine | 一 0. 000 000 001. (18) 
根据 狄 利克 雷 定理 ,存在 自然 数 m, ”使 
| m—nX2rx |<=ée. (19) 


由 (18)，(19) 导 出 (17) ,所 以 m 即 为 所 求 . 

狄 利克 雷 定理 还 有 另 一 种 常见 的 形式 , 见 下 面 的 例 11. 

十 疆 设 .6 为 无 理 数 , 则 对 任意 的 正 整 数 ”存在 整数 p,q, 其 中 |g| 不 大 于 nn, 并 
| 疹 一 站 | 天 (20) 

解 ” 将 区 间 [L0, 1j 分 为 n 等 分 ,每 份 长 1/n. 

考虑 nn 十 1 个 数 {j06)}, j = 0, 1, 2,，…, n. 这 里 


{j9} = 20— [0] (21) 


是 76 的 小 数 部 分 , 值 在 0 与 1 之 间 . 根据 抽 层 原理 , 必 有 h,k € (0, 1, 2,…,n}， 
h 关上, 使 得 {h9}，{k9} 在 同一 个 上 述 的 长 为 1/n 的 小 区 间 中 , 即 | (6) 一 {0} | 寺 1/n， 


从 而 | (CO— 80~— (Li — LA. [RR Mn 


令 g==h—k, p=[h]—[8Bj, 则 | 8 一 p | 1/n. 

由 于 60 为 无 理 数 ,所 以 等 号 不 可 能 成 立 . 

从 以 上 一 些 例题 可 以 看 出 ,重要 的 是 构造 适当 的 抽 敢 ,这 是 只 有 在 实践 中 仔细 体察 
才能 逐步 掌握 的 技术 . 在 其 他 讲 中 也 有 不 少 这 方面 的 例子 ,其 中 尤 以 各 种 同 余 类 最 为 常 
用 . 在 组 合 与 图 论 方面 , 抽 居 原理 发 展 成 拉 姆 赛 (F. P. Ramsey，1903 一 1930) 定 理 , 详 见 
第 47 讲 . 


1, 
12. 


第 46 讲 抽 展 原理 


习 题 46 


， 从 任意 maz 十 1 个 自然 数 al，az，…，aomm+l (允许 有 相同 的 ) 中 可 选 出 m 十 1 个 ,每 一 


个 不 能 整除 其 他 任何 一 个 ;或 者 可 选 出 n 十 1 个 三 Oy (a 
int1)， 每 一 个 整除 它 后 面 的 数 . 


本 任意 7 十 ] 个 数 Xo， ve i The ep 中 可 选 出 12 十 ] 个 ,这 nn 十 1 个 或 者 全 部 相等 或 者 


互 不 相等 . 对 于 n? 个 数 , 结 论 是 否 成 立 ? 


lmn 十 1 个 人 排 成 一 列 ,证 明 可 从 中 选 出 1 十 1 个 人 年 龄 相等 ,或 m 十 1 个 人 年 龄 递 


增 , 或 nn 十 1 个 人 年 龄 递减 ,这 些 人 的 顺序 均 与 原来 排列 的 顺序 相同 . 


. 证 明 : 在 任意 的 11 个 十 进 制 无 穷 小 数 中 ,一 定 有 两 个 数 ,它们 的 差 或 者 含有 无 穷 多 


个 数字 0, 或 者 含有 无 穷 多 个 数字 9. 


. 已 知 一 个 集合 由 10 个 互 不 相同 的 两 位 的 正 整 数组 成 . 证 明 这 个 集合 一 定 有 两 个 没 


有 公共 元 素 的 子 集 , 这 两 个 子 集中 各 个 数 的 和 相等 . 


. 设 S 二 11,2,，3,…, 280). 求 最 小 的 自然 数 m ,使 得 S 的 每 个 有 n 个 元 素 的 子 集 都 


含有 5 个 两 两 互 素 的 数 . 


. 平面 上 任 作 8 条 直线 , 互 不 平行 ,证 明 其 中 必 有 两 条 直线 的 夹 角 一 23". 
从 1，2,…，200 中 取 100 个 数 ,其 中 有 一 个 小 于 16, 证 明 这 选 出 的 数 中 一 定 有 一 


个 是 另 一 个 的 倍数 . 


. 从 1,， 2，…，200 中 能 否 取 100 个 数 , 使 其 中 每 个 数 都 不 是 另 一 个 数 的 倍数 ? 
. 15 个 人 围 着 一 张 圆桌 坐 下 ,圆桌 上 预先 写 好 15 个 人 的 名 字 , 但 大 家 没有 注意 , 坐 下 


后 才 发 现 没有 一 个 人 与 写 好 的 名 字 相 符 . 证 明 可 以 转动 圆桌 使 得 至 少 有 两 个 人 与 
他 们 的 名 字 相 符 . 

将 例 2 中 “11 周 ”“12 盘 ” 改 为 “15 周 ”“]13 盘 ”, 证 明 同 样 结论 . 

将 平面 上 12 X12 个 格 点 {(i, 站 | 1 过 i, j 志 12), 任意 染 上 红 、 黄 、 蓝 三 种 闫 色 , 证 
明 必 有 4 个 同色 的 点 是 一 个 珑 形 的 4 个 顶点 . 
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拉 姆 赛 是 英国 的 逻辑 学 家 ,在 一 篇 20 页 的 论文 4 论 形式 逻辑 的 一 个 问题 》 中 ,用 前 
8 页 证 明了 著名 的 拉 姆 赛 定理 ( 见 例 7 后 ). 这 个 定理 有 众多 的 推广 与 应 用 ,甚至 形成 了 
一 个 专门 的 “ 拉 姆 赛 理 论 ”. 它 的 各 种 特例 常常 被 用 做 数学 竞赛 题 . 
.“” 世界 上 任意 的 6 个 人 中 ,必定 有 3 个 人 互相 认识 或 3 个 人 互 不 相识 . 
解 ”我 们 用 6 个 点 表示 6 个 人 , 作 一 个 完全 图 Ks. 如 果 两 个 人 认识 ,就 将 对 应 的 边 
染 成 红色 ,否则 染 成 蓝 色 . 要 证 明 的 结论 就 是 ， 
“如 果 Ks 每 条 边 染 上 两 种 颜色 中 的 一 种 ,那么 必定 有 一 个 同色 三 角形 ( 即 三 条 边 
颜色 相同 的 三 角形 ).” 
证 明 并 不 困难 . 从 点 vi 引 出 的 边 有 5 条 ,其 中 至 少 有 3 条 是 同一 种 颜色 ( 抽 居 原 
理 ). 不 妨 设 Ti，TDIT3，TDIT4 都 是 红色 . 如 果 八 vw vw 有 一 条 边 是 红色 ， 比如 U2 U3 ,那么 
Aumuw 就 是 同色 三 角形 (三 边 同 为 红色 ). 如 果 A 人 www 的 边 都 不 是 红色 ,那么 
/Xv Vs Us 就 是 三 边 同 为 蓝 色 的 三 角形 . 
例 1 有 不 少 应 用 . 
中 空间 6 条 直线 ,每 3 条 不 在 同一 平面 上 ,证 明 其 中 存在 3 条 直线 满足 以 下 三 
个 条 件 之 一 3 
(a) 两 两 异 面 ; 
(b) 互 相 平 行 ; 
(c) 三 线 共 点 . 
解 ” 我 们 将 这 6 条 线 用 6 个 点 表示 . 如 果 两 条 直线 异 面 ,就 在 相应 的 两 个 点 之 间 连 
一 条 红线 ;否则 就 连 一 条 蓝 线 . 根据 例 1, 在 所 得 的 图 K。 中 存在 一 个 同色 三 角形 . 
如 果 是 红色 三 角形 ,那么 对 应 的 直线 两 两 异 面 . 
如 果 是 蓝 色 三 角形 ,那么 对 应 的 三 条 直线 两 两 共 面 . 设 直 线 b， eHE 面 卫 上 ,直线 
c， a 在 平面 Q 上 ,直线 a, 5 在 平面 R 上 .我 们 分 两 种 情况 来 讨论 : 
(DD a / b. 这 时 a // 平面 P, 因 而 过 a 的 平面 Q 与 平面 P 的 交 线 c 也 与 a 平行, 即 
三 条 直线 a, b,c 互相 平行 
(ii a 与 b 相交 于 一 点 A. 这 时 A 是 过 a 的 平面 Q 与 过 65 的 平面 P 的 公共 点 ,从 而 
A 在 平面 已 , Q 的 交 线 c 上 , 即 a, b,c 三 线 共 点 
例 1 的 结论 还 可 以 加 强 . 
将 Ks 的 每 条 边 染 上 红色 或 蓝 色 . 证 明 必 有 两 个 同色 三 角形 (这 两 个 三 角形 
的 颜色 不 一 定 相 同 ). 
考虑 自 同一 点 引出 的 两 条 边 . 如 果 它 们 颜色 相同 ,就 称 它们 组 成 一 个 “同色 角 ”. 设 
点 v9 引出 r 条 红 边 , 5 一 r 条 蓝 边 , 则 wv 点 引出 的 同色 角 共 
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C 十 C: (1) 


个 . 易 知 (1) 式 在 > 三 2( 或 3) 时 取 最 小 值 4. 因此 ,K。 中 至 少 有 4X6 = 24 个 同色 和 角 . 

男 一 方面 ,每 个 同色 三 角形 中 有 3 个 同色 角 , 每 个 边 不 (全 ) 同 色 的 三 角形 中 只 有 1 
个 同色 角 . 设 同 色 三 角形 有 个 , 则 不 同色 的 三 角形 有 (Cs 一 z) 个 . 因此 ,同色 角 共 3x 
十 (Ci 一 Xx) 一 20 十 2z 个 . 

综合 以 上 两 个 方面 ,得 20 十 2z 三 24, 从 而 并 三 2. 

例 3 的 手法 是 典型 的 “ 算 两 次 ”, 参 见 第 48 讲 . 

17 位 学 者 ,每 一 位 都 给 其 余 的 人 写 一 封 信 , 信 的 内 容 是 讨论 三 个 问题 中 的 

一 个 ,而 且 两 个 人 互相 通信 所 讨论 的 是 同一 个 问题 . 证 明 至 少 有 三 位 学 者 ,他 们 之 间 通 
信 所 讨论 的 是 同一 个 问题 . 

解 ” 作 完全 图 Kyi; , 它 的 17 个 点 表示 17 位 学 者 , 它 的 边 涂 上 三 种 颜色 . 如 果 两 位 
学 者 讨论 的 是 第 i 个 问题 ,那么 就 将 连结 相应 的 两 个 点 的 边 染 上 第 i (i 二 1, 2, 3) 种 颜 
色 . 要 证 明 这 个 Ki; 中 有 一 个 同色 三 角形 . 


任 取 一 点 w, 自 ww 引出 的 边 共 16 条 ,因而 一 定 有 | 闻 | = 6 条 边 具有 同样 的 颜色 . 


不 妨 设 ww wm ww mu ww， muwr 都 是 第 一 种 颜色 . vo, v3，v，v;，vs，v 构 
成 的 子 图 Ks 中 ,如 果 有 一 条 边 , 比 如 说 Uz U3 也 是 第 一 种 颜色 ,那么 人 m Uz U3 就 是 一 个 
同色 三 角形 . 如 果 这 个 Ks 的 边 都 是 第 二 种 或 第 三 种 颜色 ,那么 由 例 1, 也 有 一 个 同色 三 
角形 . 

如 果 将 17 改 为 16, 结 论 不 成 立 , 参 见 第 49 讲 例 5. 

更 一 般 的 结论 见 下 面 的 例 5. 

iEE 设 完全 图 Kw 的 边 上 涂 上 nn 种 颜色 , 则 在 N 充分 大 时 ,Kw 中 必 有 一 个 同色 
三 角形 . 并 且 , 设 x, 为 使 KN 中 有 同色 三 角形 的 NN 的 最 小 值 , 则 

(2 = 3 元 一 103 7 = 117 

(b) rr, 过 7Cr -一 1) 十 2. 


(Or 过 [le 十 1 其 中 e = 二 于 十 而 十 党 十 测 寺 也 


解 (a) 7 = 3 显然 .rs = 二 6 即 例 1 与 习题 47 第 4 题 .mm 一 17 即 例 4. 

(b) 如 果 NN = mn- 一 1) 十 2, 那 么 自 完 全 图 Kn 的 点 v1 引出 nr 一 1) 十 1 条 
边 , 其 中 必 有 一 种 颜色 超过 一 1 条 .不 妨 设 m- 条 边 viv;， UUVsY yy VV 1 均 为 
红色 ,点 ww，v3，*…，v,_ 构成 完全 图 K, .如果 这 个 K,， 中 有 一 条 边 , 比 如 说 vv， 
是 红色 的 ,那么 Am 就 是 一 个 同色 三 角形 . 如 果 这 个 K, ,中 没有 红色 的 边 ,那么 它 
的 边 只 有 ”一 1 种 不 同 的 颜色 ,根据 x 的 定义 ,这 个 天 ,，, 中 有 同色 三 角形 .因此 7 过 
Mt — | rh 

(c) 用 归纳 法 . n 二 1 时 显然 . 假设 命题 对 于 一 1 成立, 那么 由 (b) 得 
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ER 下 一 DE 


< 和 af1 十 Oo 一 D 十 oe 一 DO 一 2 十 … 十 记 二 十 (一 D1 十 一 DI 二 2 


一 1 十 1 十 n 十 n(n 一 ]) 十 … 十 如 十 nl 十 nl 


二 1 十 [nlej， 
其 中 利用 了 
er re 
es 
le 
i 


加 末 ”( 舒 尔 定理 ) 将 自然 数 1,，2,…, NN 分 到 n 个 类 中 , 则 在 NN 三 [nlej 十 1 时 ， 
必 有 一 个 类 同时 含有 数 zx，? 及 它们 的 差 | zx 一 > |. 

解 ” 我 们 将 每 个 数 看 做 一 个 点 ,NN 个 点 1，2,…, NN 组 成 完全 图 . 若 差 | < 一 | 在 
第 i(i 二 1，2，…, nn) 个 类 中 ,将 点 a,，b 之 间 的 边 染 成 第 i 种 颜色 .根据 例 5, 存 在 一 个 
同色 三 角形 . 设 Aapc 的 边 全 为 第 7 种 颜色 , a 二 5b 放 c, 那 么 += 二 a 一 c, >y 王 0 一 < 及 它 
们 的 差 x 一 y = a 一 5b 都 在 第 7 类 中 . 

特别 地 , 当 n 二 6 时 , 就 得 到 第 46 讲 的 例 7. 

例 6 的 结论 是 德国 数学 家 舒 尔 在 1916 年 发 现 的 ,当时 他 发 表 了 一 篇 研究 费 马 大 定 
理 的 论文 ,讨论 x" 十 y" 三 (modp) 是 否 有 解 , 在 论文 中 他 以 例 6 的 结论 作为 引 理 . 这 
个 舒 尔 定理 后 来 成 为 拉 姆 赛 理论 发 展 的 一 个 源头 . 

例 1 还 可 以 向 男 一 个 方向 推广 . 

到 ”9 个 人 中 一 定 有 3 个 人 互相 认识 或 者 4 个 人 互 不 相识 . 

解 ”用 图 的 语言 来 说 ,这 个 命题 相当 于 将 K, 的 边 染 上 红色 或 蓝 色 , 那 么 必 有 一 个 
红色 三 角形 ( 即 K;)) 或 一 个 (各 边 全 为 ) 蓝 色 的 Ki. 

证 明 与 前 面 类 似 ,仍然 是 枚 举 法 . 

(a) 如 果 K, 中 有 一 个 点 ww 引出 至 少 4 条 红 边 ,不 妨 设 Uvzs mt ViV4， Uivs 为 
红 边 . 这 时 vs， vs，v，wvs 四 个 点 所 成 的 K， 中 或 者 每 条 边 都 是 蓝 色 ,或 者 至 少 有 一 条 
边 为 红色 . 在 后 一 种 情况 , 设 红 边 为 mm, 则 和 人 ww 为 红色 三 角形 . 

(b) 如 果 K。 中 每 个 点 引出 的 红 边 都 少 于 4 条 ,那么 每 点 至 少 引出 5 条 蓝 边 . 由 于 
蓝 边 总 数 的 2 倍 达 5X9 王 45, 所 以 


蓝 边 总 数 的 2 倍 之 46. 
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从 而 至 少 有 一 点 引出 6 条 蓝 边 . 设 如 v2 ,viv umwy vivs， my um 为 蓝 边 , 这 时 
www，v3，…，v? 所 成 的 K。 中 必 有 一 个 同色 三 角形 . 如 果 是 红色 三 角形 ,结论 成 立 . 如 果 
是 蓝 色 三 角形 ,那么 它 的 三 个 顶点 与 v 构成 蓝 色 的 K,. 

注 在 情况 (b) 中 ,导出 有 一 点 引出 6 条 蓝 边 是 关键 的 一 步 . 

沿 着 例 7 的 路 线 可 以 证 明 14 个 人 中 一 定 有 3 个 人 互相 认识 或 者 有 5 个 人 互 不 相 
识 (习题 47 第 2 题 ). 更 一 般 地 , 设 m, n 三 2, 用 rm, nn) 表示 最 小 的 自然 数 N, 使 得 当 
Kx 的 边 染 上 红色 或 蓝 色 时 , 必 有 一 个 红色 的 K,, 或 一 个 蓝 色 的 K,, 则 有 


mm, nn) 过 rm, nO—1)+r(m—1,n) (2) 
及 EC Oe (3) 


参见 习题 47 第 5 题 . 

设 有 ?个 点 wm，vwm，…， .我们 称 集 {wy， vs， …, vw ) 的 5 元 子 集 {vw ， 吸光 
Ui) 为 与 点 W，vw，…， 区 相 邻 的 级 边 ,并 且说 这 个 点 与 所 有 的 5 级 边 组 成 一 个 b 
级 完全 图 , 记 为 K. 显然 5 = 2 时 ,5 级 边 就 是 通常 的 边 ,b 级 完全 图 也 就 是 通常 的 完全 
图 . 5 二 2 时 ,级 完全 图 是 所 谓 的 “ 超 图 ” 

拉 姆 赛 定 理 ”将 4 级 完全 图 Ks 的 边 以 任意 方式 染 上 颜色 ,颜色 共 /+ 种 .mm ， 
22，…， 7 为 给 定 正 整 数 , 则 在 n 充分 大 时 ,6b 级 完全 图 Ks 中 一 定 含有 一 个 5 级 完全 图 
K,, 它 的 5 级 边 都 是 第 i 种 颜色 ,这 里 i 为 满足 1 三 i 过 i 的 某 个 整数 . 

即 设 5, 1,， n,ns，*…,n, 为 给 定 正 整数 ,将 n 元 集 S 的 5b 元 子 集 族 PP 分 拆 为 1 个 
子 族 Al，A;,…,， A,, 则 在 nn 充分 大 时 , 必 有 S 的 一 个 n; 元 子 集 ,这 个 子 集 的 所 有 5 元 
子 集 都 在 A; 中 ,i 为 满足 1 过 ;过 :的 某 个 整数 . 

定理 的 证 明 可 在 很 多 图 论 书 中 找到 (采用 数学 归纳 法 ) ,这 里 就 不 详 述 了 . 

使 同色 的 Ks 存在 的 n 的 最 小 值 称 为 拉 姆 赛 数 , 记 为 Gn, mm ，…, 大 ;0). 例 5 的 
r, 即 现在 的 x(3， i 3; 2). (2) 中 的 rm, nn) 即 rCm, n; 2). 

拉 姆 赛 定理 只 给 出 了 (my， ns，…, n,; 5) 的 存在 性 ,并 没有 给 出 计算 rn， 
22，…，W3 5) 的 方法 . 确定 拉 姆 赛 数 是 一 件 十 分 困难 的 事 ,到 目前 为 止 ,知道 的 拉 姆 赛 
数 只 有 为 数 不 多 的 几 个 , 即 例 5 的 (a) 及 下 表 . 


6 9 14 18 23 28 36 40 一 43 46~51 51 一 60 
18 25 一 27 34 一 43 49 53 69 72 站 86 

43 一 53 58 一 94 76 94 一 245 370 

102 一 169 328 553 902 
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:让 7z 为 大 于 2 的 整数 . mw ， vs，…, wv 为 平面 上 ?2 个 一 般 位 置 的 点 ( 即 其 中 任 
三 点 不 共 线 ). 证 明 在 nn 充分 大 时 ,其 中 有 mm 个 点 组 成 钙 m 边 形 . 

解 ” 考虑 完全 ( 超 ) 图 Ki;. 如 果 与 3 级 边 {vv;, wv， w (i 二 jj 二)} 相应 的 点 v;，, wv， 
w 成 逆 时 针 顺 序 ,我 们 就 将 边 {v;，wv;， vw}) 染 成 红色 . 否则 就 染 成 蓝 色 . 由 拉 姆 赛 定理 ， 
当 nn 充分 大 (n 宇 rlm, m; 3)) 时 必 有 一 个 m 边 形 ,不妨 设 它 的 顶点 为 vw， vi，…* ,vv ， 
这 m 边 形 的 每 三 个 顶点 vi, vj，v， (i 过 J 三 上) 都 成 逆 时 针 顺 序 或 都 成 顺 时 针 顺 序 . 这 
样 的 m 边 形 显 然 是 凸 多边 形 . 

平面 几何 中 ,有 许多 将 点 或 线 染色 的 命题 ' 与 上 述 拉 姆 赛 定理 相近 或 类 似 ,通常 称 
为 几何 中 的 拉 姆 赛 理论 . 

“将 平面 上 的 每 个 点 染 成 红 、 蓝 、 黄 三 种 颜色 之 一 . 证 明 必 有 两 个 同色 的 点 距 

离 为 1. 

解 ” 作 边 长 为 1 的 正三 角形 ABC 与 BCD. 如 A, B,C 中 有 两 点 同色 ,结论 已 经 成 
立 , 因此 ,我 们 设 A, B,C 三 点 颜色 各 不 相同 . 同样 , 设 B, C, D 
三 点 颜色 各 不 相同 . 于 是 ,A 与 D 颜色 相同 . 多 到 

类 似 地 , 作 边 长 为 1 的 正三 角形 AEF 与 EFG ,可 以 设 A 与 
G 颜色 相同 . 于 是 D, G 颜色 相同 . EG 

图 47-1 如 同 晓 艇 的 两 只 蟹 整 , 歼 尖 D, G 同色 . 蟹 整 可 绕 A 
点 转动 . 设想 开始 时 五 与 也 重合 , 当 五 逐渐 离开 已 时 ,G 逐渐 离 万 
开 D. 当 G 与 D 距离 为 1 时 ,它们 就 是 所 要 求 的 点 . 47-1 

壹 是 将 平面 上 的 每 个 点 染 上 红色 或 蓝 色 . 证 明 必 有 一 个 
顶点 同色 的 正三 角形 , 它 的 边 长 为 1 或 V3. 但 不 一 定 有 顶点 同色 的 、 边 长 为 1 的 正三 
角形 . 

解 ” 先 证 前 一 个 断言 . 如 果 平 面 上 的 点 均 同 色 , 结 论 显 然 . 否则 设 点 A 为 红色 ,点 
B 为 蓝 色 . 

不 妨 设 A,B 间 的 距离 小 于 等 于 2, 否则 取 线 段 AB 的 中 点 
C, 用 C 人 代替 A( 阁 C 与 A 同色 ) 或 B( 若 C 与 B 同色 ). 在 线段 
AB 的 垂直 平分 线 上 取 一 点 也 ,满足 DA = 二 2, 这 时 DB 二 2.D 4 D 
必 与 A,，B 之 一 同色 .不 妨 设 DD 为 蓝 色 , 则 线段 AD 是 长 为 2 的 
(两 端 ) 异 色 的 线段 . ~ 

设 AD 中 点 为 下 ,不 妨 设 正 为 红色 .在 AE 两 侧 分 别 作 正三 47_9 
角形 AEF ，AEG( 图 47-2). 

若 下 , G 中 有 一 个 为 红色 , 八 AEF 或 AAEG 即 为 所 求 . 

若 下 , G 均 为 蓝 色 , 八 FGD 即 为 所 求 . 

另 一 方面 ,我们 可 以 设计 一 种 染色 法 ,使 得 边 长 为 1 的 正三 角形 的 顶点 不 全 同 
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色 . 为 此 ,用 距离 为 /3/2 的 平行 线 将 平面 分 成 带 形 , 每 个 带 形 包括 “下 底 ”, 不 包括 “上 
底 ”. 将 每 个 带 形 (内 的 点 ) 染 成 同一 种 颜色 , 相 邻 的 带 形 染 上 不 同 的 颜色 . 不 难 验证 
每 个 边 长 为 1 的 正三 角形 必 有 两 个 顶点 分 别 落 在 两 个 相 邻 的 带 形 中 ,因此 这 两 个 顶 
点 颜色 不 同 . 


人 mm 本 bb 


习 题 47 


平面 上 任意 6 点 ,每 点 不 在 一 条 直线 上 ， 以 这 些 点 为 顶点 可 组 成 一 些 三 角形 ,证 


明 其 中 必 有 一 个 三 角形 的 最 大 边 同时 是 一 个 三 角形 的 最 小 边 . 


. 14 个 人 中 一 定 有 3 个 人 互相 认识 或 者 有 5 个 人 互 不 相识 , 试 证 明之 . 
. 将 天 ; 的 边 涂 上 红色 或 蓝 色 .证 明 至 少 有 3 个 同色 三 角形 . 


将 K; 的 边 染 上 红色 或 蓝 色 ,是 否 一 定 有 同色 三 角形 ? 


. 证 明 本 讲 中 式 (2)，(3) 成 立 . 
. 设 有 nn 个 点 , 边 数 最 多 而 不 含 四 边 形 的 图 为 M,, 它 的 边 数 记 为 e. 求 el，es，ei， 


Ciy ERS 


.初试 与 复试 共 28 道 题 ,每 位 参 试 者 都 恰好 和 解 出 7 道 题 ,每 两 道 题 都 恰好 有 两 个 人 


同时 解 出 .证 明 一 定 有 一 位 参 试 者 至 少 解 出 4 道 初试 题 或 者 没有 解 出 任何 一 道 初 


. 某 地 规定 : 围 着 圆桌 打 桥 牌 的 4 个 人 中 ,必须 每 个 人 认识 两 旁 的 人 或 者 每 个 人 不 认 


识 两 劣 的 人 .证 明 只 要 有 6 个 人 ,就 一 定 能 凑 集 4 个 人 在 一 起 打 桥 牌 . 如 果 只 有 5 
个 人 ,结论 成 立 吗 ? 


. 证 明 可 将 天 oz 的 边 2 染色 ,使 得 其 中 没有 同色 的 20 边 形 . 
. 6 名 选手 ,编号 分 别 为 1，2,， 3,， 4, 5, 6, 进 行 循环 赛 . 证 明 赛 完 后 必 有 3 个 人 ,这 3 


个 人 中 编号 大 的 都 战胜 编号 小 的 ,或 者 编号 小 的 都 战胜 编号 大 的 (假定 没有 平局 ). 


明 je 一 之 (一 GO 一 1) 
. 举例 说 明 例 7 中 9 不 能 改 成 更 小 的 数 . 
. 求 最 小 的 正 整 数 m, 使 得 以 任意 方式 将 完全 图 K, 的 每 条 边 米 上 红色 或 蓝 色 时 ,总 


存在 两 个 具有 相同 颜色 的 .没有 公共 顶点 的 同色 三 角形 . 
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在 组 合 数学 中 ,往往 需要 选择 一 个 适当 的 量 ,从 两 个 方面 去 考虑 它 , 然 后 综合 起 来 
得 到 一 个 关系 式 . 这 种 方法 称 为 算 两 次 或 富 比 尼 原 理 . 在 列 方程 解 应 用 题 时 , 正 是 运用 
(或许 是 不 明确 地 运用 ) 这 一 原理 来 列 出 方程 的 . 当然 , 算 两 次 不 仅 可 以 建立 等 式 , 也 可 
以 建立 不 等 式 或 其 他 关系 . 在 反 证 法 中 , 算 两 次 又 常常 用 来 导出 矛盾 . 

例 工 48-1 是 由 16 个 数组 成 的 一 个 4X4 和 矩阵 ,其 中 每 一 个 数 都 为 士 1, 每 行 
右边 的 数 是 这 行 四 个 数 的 积 ,每 列 下 边 的 数 是 该 列 四 个 数 的 积 . 这 八 个 积 的 和 为 零 . 

能 否 作 出 一 个 由 士 1 组 成 的 25 X 25 的 矩阵 ,使 每 行 的 积 
( 共 25 个 ) 与 每 列 的 积 ( 共 25 个 ) 相 加 得 到 的 和 为 0? 

解 ”答案 是 否定 的 . 我 们 采用 反 证 法 来 证 明 . 

假设 有 一 个 25 X 25 的 矩阵 满足 要 求 : 由 于 50 个 积 均 为 
士 1, 相 加 得 到 的 和 为 0, 所 以 其 中 十 1、 一 1 各 为 25 个 . 

考虑 50 个 积 的 积 a. 

一 方面 ;这 350 个 积 中 有 25 个 一 1, 所 以 


a 一 (一 1)5 一 一 1. (1) 
太一 方面 ,各 行 的 积 的 积 等 于 矩阵 中 所 有 元 素 的 积 5, 各 列 的 积 的 积 也 等 于 2, 所 以 
a (2) 

(1), (2) 矛 盾 , 这 表明 没有 一 个 25 X 25 的 矩阵 能 满足 要 求 . 
从 数 集 {3, 4，12} 开 始 , 每 一 次 从 其 中 任 选 两 个 数 a, 5, 用 语 a 一 言 b 和 二 a 


十 言 2 代替 它们 . 能 否 通过 有 限 多 次 代替 得 到 
(a) 数 集 {4, 6，12}? 
(b) 数 集 {x，y, z) ,其 中 x，y, zz 满足 


1 
，| y 一 6 | 一 一， 和 (3) 
= V3 


解 对 于 数 集 1{ (a, Gs c} ,考虑 量 a* 十 有 十 c. 

一 方面 ,由 于 ( 羡 a 一 亏 5) 十 (入 a 十 36) 二 十 如 ,所 以 十 太 十 c? 保持 不 变 ， 
即 恒 有 az 十 鱼 十 c 一 3 十 4 十 122: 一 132. 

另 一 方面 ,4: 十 62 十 122 一 142 关 132. 

所 以 不 能 通过 代替 得 到 数 集 {4, 6,，12}. 


iz 一 4| 二 一 
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满足 (3) 的 数 集 {z，y，z} 也 满足 


GeO be 10 ed (4) 


如 来 由 (3, 4，12} 经 过 代替 可 以 得 到 {x，y，<) ,那么 
ZX: 十 十 z? = 二 13?， 人 二 


即 点 (z，y，z) 在 以 原点 O(0，0,，0) 为 心 ,13 为 半径 的 球 上 . 
但 男 一 方面 ,点 A(4, 6, 12) 与 球 O 〇 上 任 一 点 的 距离 不 小 于 


GO4 一 13 一 V4 十 6 十 12: 一 13 一 14 一 13 = 1， (6) 


这 与 (4) 巴 盾 , 所 以 由 {3, 4，12}) 不 能 通过 有 限 多 次 代替 得 到 满足 (3) 的 数 集 . 

注 例 2 中 的 a 十 所 十 c? 是 第 24 讲 例 7 中 所 说 的 不 变量 . 

乙 轩 ”能 否 从 1,2,…, 15 中 选 出 10 个 数 填 人 图 48-2 的 圈 中 ,使 每 两 个 有 线 相 
连 的 圈 中 的 数 相 减 (大 数 减 小 数 ) ,所 得 的 14 个 差 恰好 为 1, 2，…，14? 

解 考虑 14 个 差 的 和 S. 


一 方面 , S 一 1+2 十 … 十 14 一 外 二 X14 是 


奇数 . 
丸 一 方面 ,每 两 个 数 a, 0 的 差 


| ae 一 | 三 < 十 2(Cmod 2). 


因此 ,如 果 只 考虑 奇偶 性 ,14 个 差 可 以 看 做 14 个 和 ,S 可 
以 看 做 14 个 和 的 和 . 每 个 圈 中 的 数 a 与 2 个 或 4 个 圈 中 的 数 相 加 ( 即 相 减 ), 对 S 的 贡 
献 为 2a 或 4a. 从 而 S 为 偶数 . 

以 上 两 个 方面 矛盾 ,因此 不 可 能 得 到 合乎 要 求 的 填 法 . 

已 用 25 个 人 组 成 若干 委员 会 ,每 个 委员 会 5 名 成 员 , 每 两 个 委员 会 至 多 有 1 名 
公共 成 员 . 证 明 委 员 会 的 个 数 不 大 于 30. 

解法 一 ”考虑 所 有 委员 会 中 的 2 人 小 组 的 总 数 S. 一 方面 ,显然 有 


Se Cy 


为 一 方面 ,每 个 委员 会 中 有 C3 个 2 人 小 组 ,不 同 委员 会 中 的 2 人 小 组 均 不 相同 ， 
所 以 


图 48-2 


S = a (8) 
其 中 a 为 委员 会 的 个 数 . 
综合 (7)，(8) 得 
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解法 二 ” 设 a 为 委员 会 的 个 数 ,参加 委员 会 最 多 的 人 A 参加 了 2 个 委员 会 . 
由 于 每 个 委员 会 5 个 人 ,总 人 数 为 25, 所 以 平均 每 人 参加 的 委员 会 的 个 数 


Sa op (10) 


2 
男 一 方面 ,由 于 每 两 个 委员 会 至 多 有 一 个 相同 的 成 员 , 所 以 A 参加 的 5 个 委员 会 
中 , 除 A 外 ,其 他 的 人 各 不 相同 ,从 而 , 1 十 和 色 三 25, 即 


bp 6. (11) 


综合 (10), (11) 得 a 委 30. 

很 多 组 合 问 题 的 解法 是 根据 问题 的 特点 选择 一 个 适当 的 量 , 然 后 分 为 三 步 来 考虑 
这 个 量 , 即 “一 方面 (利用 一 部 分 条 件 ) , 另 一 方面 (利用 另 一 部 分 条 件 ) ,综合 两 个 方面 ” 
例 1 至 例 4 均 是 典型 的 例子 . 

集 M = (Zi， gy Tr} 它 的 子 集 人 Ai， A:， "A, 具有 人 性质: 

(i) M 中 每 一 对 元 素 同 属于 一 个 唯一 的 A; (1 三 7 三 7); 

QD 7 | —= BB 2 ww 2) 

证 明 :每 两 个 子 集 A, A (1 三 i 二 ] 三 7) 均 有 一 个 唯一 的 公共 元 素 . 

解 ”关于 元 素 与 集合 ,常用 一 个 矩阵 ( 数 表 ) ,其 中 第 i 行 第 j 列 元 素 
1， 车 元 素 i € A, 9 

0， 车 元 素 dk € A, 
这 个 矩阵 的 第 i 行 的 和 x; 表明 元 素 zx; 属于 六 个 集合 ,第 7 列 的 和 c; 表明 集 A, 含有 
+ 

对 于 每 个 二 元 子 集 {j, 7 ), 当 且 仅 当 


CT Es pe 


dy 


di * Gs’ 一 1 (12) 
时 ,元 素 x; € A, 门 Aj. 因此 ,我 们 考虑 和 
So (13) 
{js 


其 中 i 跑 裔 I {7， 7 六) 跑 遍 (1， VA 7} 的 二 元 子 集 ， 
由 于 (D ,在 7 天 六 时 ,1 Aj 站 Ay | 志 1, 所 以 


Wt (14) 


另 一 方面 ,由 (iD >2vr 一 2c 宇 7X3, 所 以 
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S = 一 > 人 到 这 


i lj 
= 2C (zi 属于 CG 个 A; 门 Ay) 
~ Ee 
7 
7 (15) 


由 (14), (15), S= 二 7X3, 并 且 在 ;j 关 7 时 , | A; 门 Ay |=1. 

交换 和 号 ,是 典型 的 “ 算 两 次 ”. 二 重 级 数 ( 或 二 重 积 分 ) 的 和 号 (或 积分 号 ) 交 换 顺 序 
的 定理 正 是 富 比 尼 等 建立 的 . 

六 设 a ,as，……, a 为 1，2,，…, 的 一 个 排列 ， 


| 1s 
gr = | {a; | 有 过 ak 证 [5 


k= 二 起 2 ee n. 证 明 : 


; f= : gk: (16) 

解 ” 考 虑 集合 
A= {Car:s Cuk ) | Qi 二 adk, pe 
的 元 数 |A|. 

显然 , 先 (固定 上 对 i 求 和 ,然后 再 对 上 求 和 , 便 得 到 

1A|= pe CL 
先 (固定 让 对 上 求 和 ,然后 再 对 i 求 和 , 便 得 到 

Al= De = Dp (18) 


由 (17)，(18) 即 得 (16). 

二 晤 地 面 上 有 10 只 小 鸟 在 吸食 ,并 且 任 意 5 只 中 至 少 有 4 只 在 同一 个 圆周 上 ， 
问 有 乌 最 多 的 圆周 上 最 少 有 几 只 马 ? 

解 9 只 鸟 在 同一 圆 上 ,1 只 乌 不 在 这 个 圆 上 ,这 种 情况 满足 题 中 要 求 . 

设 有 鸟 最 多 的 圆 上 最 少 有 /只 鸟 , 则 /过 9. 

我 们 证 明 / = 9. 显然 /三 4. 

如 果 5 三 1 过 8, 那么 设 圆 C 上 有 7 只 鸟 , 则 圆 C 外 至 少 有 2 只 鸟 b, 5b. 对 圆 C 上 
的 任 3 只 鸟 ,其 中 必 有 2 只 与 ,bs 共 圆 . 设 C 上 的 b3; bb 与 寻 ,， bz 共 圆 ,bs, bs 与 入， 
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六 共 圆 . 对 圆 C 上 的 第 5 只 鸟 b 及 6, b; ,它们 中 没有 两 只 能 与 b,，b, 共 圆 . 矛盾 ! 
如 果 ! 王 4, 则 Co 个 5 只 鸟 的 小 组 ， 每 组 确定 一 个 圆 , 每 个 圆 上 恰 有 4 只 乌 . 每 个 这 


样 的 圆 至 多 属于 6 个 小 组 ,因而 至 少 有 人 个 加 每 个 圆 上 有 4 个 以 乌 为 顶点 的 三 角形 ， 


Gv XK 到 


所 以 这 样 的 三 角形 至 少 有 个 . 为 一 方面 ,这 样 的 三 角形 共 Ci 个 .但 


ee > 0,, 
矛盾 ! 
因此 = 9. 
这 里 证 明 ! 关 4 的 方法 是 计算 以 乌 为 顶点 的 三 角形 . 另 一 种 更 简单 的 做 法 是 ; 
设 1 二 10, 则 必 有 4 只 鸟 不 在 同一 圆 上 . 过 其 中 每 3 只 作 一 个 圆 , 共 得 4 个 圆 . 其 余 
6 只 乌 中 的 每 一 只 与 上 述 4 只 鸟 组 成 5 元 组 ,因而 这 只 乌 必 在 (上 述 4 个 圆 中 ) 某 一 
圆 上 . 6 只 乌 中 必 有 2 只 在 同一 个 圆 上 ,从 而 这 个 圆 上 至 少 有 5 只 鸟 . 
算 两 次 的 精神 实质 在 于 将 一 个 量 用 两 ( 几 ) 种 不 同 的 方法 表达 出 来 . 这 与 “ 换 一 个 观 
点 来 看 问题 "的 思想 方法 是 一 致 的 . 
将 凸 多 面体 的 每 一 条 棱 染 成 红色 或 黄色 . 两 边 异 色 的 面 角 称 为 奇异 面 角 . 
茶 顶 点 A 处 的 奇异 面 角 数 称 为 该 顶点 的 奇异 度 , 记 为 54. 求证 总 存在 两 个 顶点 互 和 C， 
使 得 
Ss 二 Sc 志 4. (19) 
解 将 自 A 引 出 的 一 条 棱 改 变 颜色 ,SA 不 变 或 增 减 2. 如 果 A 引出 的 棱 全 部 同色 ， 
Sa 三 0. 不 论 将 这 些 棱 的 颜色 如 何 变更 ,SA 的 奇偶 性 不 变 , 所 以 Ss 恒 为 偶数 . 
设 多 面体 有 wv 个 顶点 ,e 条 棱 ,f 个 面 . 我 们 来 估计 和 


Ss (20) 


其 中 求 和 号 遍及 vv 个 顶点 
S 有 为 一 种 计算 方法 , 即 求 出 各 个 面 上 的 奇异 面 角 的 个 数 , 然 后 再 对 各 面 求 和 . 
设 第 j 个 面 为 (e 三 3) 边 形 , 则 这 个 面 上 的 奇异 面 角 的 个 数 


S; <e <2e—3, (21) 
与 证 明 S。 为 偶数 的 方法 相同 ,可 以 得 出 S, 为 偶数 ,从 而 (21) 能 加 强 为 

Si < 2e—4. (22) 
求 和 得 S— Ds <2D -4 =4e—4/. (23) 
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由 欧 拉 公式 ve 二 f=2， 
所 以 SZ4(v—2). (24) 
(20) 与 (24) 表 明 必 存在 顶点 B,C 使 

4 (25) 


由 于 Ss，Sc 都 是 偶数 ,所 以 
Se 十 Sec 过 2 十 2 一 4 (26) 


注 ”Qi) 由 总 和 导出 个 别 (Ss，Sc) 的 性 质 是 数学 中 常用 的 方法 , 厄 迪 斯 称 之 为 平 
均 原 理 , 实 即 抽 居 原理 的 一 种 形式 . 这 种 方法 当然 需要 总 和 S = 2 SA 的 另 一 种 表示 即 


A 

(ii) 从 (21) 到 (22) ,这 一 步 虽然 简单 却 很 重要 . 从 (25) 到 (26), 又 一 次 利用 了 这 种 
“偶数 的 离散 性 ” 

“下 加。 平面 上 任 给 5 个 点 ,其 中 每 3 点 不 共 线 ,每 4 点 不 共 圆 . 如 果 一 个 圆 过 其 中 
3 点 ,并 且 另 2 点 分 别 在 这 圆 内 、 外 ,就 称 这 圆 为 "好 圆 ” 设 好 圆 的 个 数 为 n, 试 求 n 可 能 
取 的 值 . 

解 ”对 其 中 任 两 点 A, B, 设 过 A, B 的 好 圆 有 Ss 个 , 则 由 于 每 个 好 圆 过 3 个 已 知 
点 ,在 和 ,Sas 中 ,每 个 好 圆 恰 出 现 了 3 次 ,所 以 


本 2 Su 一 7 627》 


其 中 和 号 遍及 5 个 已 知 点 的 所 有 二 元 组 合 (于 集 ). 

问题 化 为 考察 Sas. 设 其 他 3 点 为 C, D, 下 . 

(a) 若 C, D,E 在 直线 AB 同 侧 ,不 妨 设 人 ACB > ADB 二 人 AEB. 显然 这 时 
只 有 过 DD 的 圆 是 好 圆 , 即 Sap 三 1. 

(b) 若 C，D, EF 不 在 直线 AB 同 侧 , 不 妨 设 C, D 在 一 侧 , 王 在 另 一 侧 , 并 且 
~ACB 二 ADB. 这 时 又 有 三 种 情况 : 

(CD rr 一 ~AEB 二 人 ACB. 这 时 只 有 过 呈 p 的 圆 是 好 圆 , 即 Sas 三 1. 

(ii) x 一 人 AFEB 一 ADB. 这 时 只 有 过 C 的 圆 是 好 圆 , 即 SAs = 1. 

(iii) ~ACB > 一 ~AFEB > 人 ADB. 这 时 过 C，D, E 的 三 个 圆 均 是 好 圆 , 即 
5 二 和 

注意 若 S4s 一 3, 则 Sac 二 San = Su = 1. 事实 上 ,在 OABC 内 ,延长 CE 交 AB 于 
E’, 则 LACE 一 ACE > ADE > /ADE, /ACE' = /ABE' > LABE. 所 以 
D、B 都 在 ©ACE 外 ,ACE 不 是 好 圆 , Sa 二 Sac = 二 1. 因为 Snr = 1, @AEB 是 好 圆 ， 
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所 以 AED 不 是 好 圆 ， SAp = 1. 

同 理 9ac Sap 2 OpF 一 ]. 并 日 在 Sp, Sc ， Sp 中 也 至 多 1 个 为 可 

于 是 (27) 左 边 的 和 ,Cs = 10 项 中 至 多 两 项 为 3, 其 余 均 为 1. 

另 一 方面 ,n 是 整数 ，>》， Sns 必须 是 3 的 倍数 ,所 以 其 中 10 项 应 有 1 项 或 4 项 或 更 
多 项 为 3. 

综合 以 上 两 方面 , 恰 有 一 个 Sas 一 3, 其余 的 均 为 1, 好 圆 的 个 数 n 一 志 (3 十 1X9) 
= 人 

48-3(iii) 也 表明 n = 二 4 是 可 能 的 . 


BG 


() (ii) (iii) 
图 48-3 
“ 算 两 次 ”就 是 寻求 一 个 量 的 不 同 表示 方法 ,在 其 他 各 讲 中 也 有 不 少 算 两 次 的 例子 ， 


有 兴趣 的 读者 还 可 以 参看 ( 算 两 次 ) 一 书 ( 单 增 著 ,中 国 科学 技术 大 学 出 版 社 1992 年 
出 版 ). 


习题 ,48 


1. 在 例 4 中 ,是 否 有 30 个 委员 会 满足 要 求 ? 
2. 在 nXn 的 方 格 表 的 每 个 方 格 中 ,任意 填 上 一 个 十 1 或 一 1, 设 各 行 的 积 依次 为 pp， 


pP2，"…，p,， 各 列 的 积 依次 为 gl ，qz ，…， gn. 证明: 在 nn 为 奇数 时 ，S = pe Ne 
十 pr 十 qi 十 qz 十 … 十 qs 关 0, 并 且 对 任意 整数 ,0 过 上 一 妃 , 可 设法 填写 士 1, 使 S 
= 2n— 4k. 


3. 已 知 整数 1 U2 mi，? pb 9 b,， 和 b, ,并 且 al 十 ay 十 … 十 Cn 一 十 B 十 … 十 DO. 


证 明 : 可 以 在 mXn 的 表 中 填 入 不 大 于 mm 十 n 一 1 个 正 数 ,使 得 第 1 行 的 各 数 之 和 等 于 
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ai 第 j 列 的 各 数 之 和 等 于 b; (1 守 i 夺 x, 1 委 ) 委 7). 


已 给 自然 数 n 二 1, 令 5S， 为 所 有 排列 (一 一 对 应 ) 力 : ls 性 “"", n}— (1, 2 


的 集合 . 对 每 个 p EE S,, 令 F(p) = pD 1k 一 p(k) |. 计算 


=] 


M, = DFCp). 


"peES, 


， 设 Xi，""*，X, 为 非 负 实 数 , a 二 min{Xxzi，…，X,). 证明: 


a ee ,= 和 
1 二 名 届 < na 全 a) (约定 Zn+l Wt 


天 


深 间 休 息 时 ,n 名 儿童 围 着 老师 坐 下 ,老师 依 反 时 针 方 向 走动 , 按 以 下 规则 分 发 糖 
果 : 首 先 给 1 号 儿童 1 粒 糖 果 , 然 后 跳 过 下 一 位 儿童 ,将 糖果 发 给 3 号 ,然后 跳 过 两 
位 儿童 ,将 糖果 发 给 6 号 , 依 此 类 推 . 求 出 能 使 每 位 儿童 至 少 得 到 一 粒 糖 果 ( 可 能 在 


老师 转 过 许多 圈 以 后 ) 的 n 的 值 . 


. 证 明 ;对 任意 的 13 边 形 (不 一 定 是 凸 的 ) ,一 定 能 找到 一 条 直线 恰 含 这 13 边 形 的 一 


. 证 明 凸 多 边 形 不 能 剪 成 若干 个 止 四 边 形 . 
.是否 存在 由 奇数 条 长 度 相同 的 线段 组 成 的 闭 折线 , 它 的 顶点 全 是 格 点 ? 


次 
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组 合 ( 数 学 的 ) 问 题 , 就 是 那些 既 不 属于 代数 与 数论 ,也 不 属于 几何 与 三 角 的 问题 
(通常 被 称 为 “ 杂 题 ”). 因为 这 些 问 题 所 需 知识 极 少 ,方法 却 多 种 多 样 , 富 于 创造 性 ,非常 
适合 作为 竞赛 的 试题 . 本 书 第 41 一 48 讲 的 内 容 基 本 上 都 属于 组 合 数 学 . 这 一 讲 再 作 一 
些 补充 . 

首先 讨论 一 下 集合 的 子 集 族 . 

设 集 合 太一 (1，2，…， n}, Ai, ， A:， 2 A, 为 X 的 不 同 的 子 集 ,F = {Ai，, As， i A.} 
是 X 的 子 集 族 . 

呆 量 ”如果 正中 任意 两 个 元 素 A,, A，(1 过 i 二 j 志 nn) 互 不 包含 , 那么 下 称 为 斯 
佩 纳 (E，Sperner, 1905~  ) 族 ,简称 S 族 . 求证 S 族 的 元 数 至 多 为 C8" 2” , 即 


maxt 一 CH"2 领取 


解法 一 “考虑 7 个 元 素 1，2，…, 7 的 全 排列 ,显然 全 排列 的 总 数 为 1. 

另 一 方面 ,全 排列 中 前 & 个 元 素 恰好 组 成 下 中 某 个 A; 的 ,有 kl(n 一 &)! 个 . 由 于 FF 
是 S 族 ,所 以 这 种 “ 头 ” 在 下 中 的 全 排列 互 不 相同 . 设 下 中 有 ff 个 A; 满 足 |A;|==k(k 
= 1; 2; …*s n); 则 


> fik ln—k)! < (2) 
人 二 1 
熟知 C 在 k = | 如 | 时 最 大 ,所 以 由 (2) 得 
k=1 


当下 由 X ee :一 CP 中 ,因此 (1) 式 成 立 . 
稍 细致 一 些 ,可 以 看 出 (1) 式 的 充分 必要 条 件 是 ， 
(GD n 为 偶数 时 ,下 由 X 中 全 部 马 元 子 集 组 成 . 


(ii) n 为 奇数 2m 十 1 时 , FF 由 X 中 全 部 m 元 子 集 组 成 或 下 由 X 中 全 部 m 十 1 元 子 
集 组 成 . 

事实 上 ,如 果 n = 2m 十 1 并且 (1) 中 等 号 成 立 , 那 么 由 CG; 仅 在 & = 二 m, m 十 1 时 最 
大 ,得 出 A ，A,，…，A, 都 是 m 元 或 m 十 1 元 集 .假设 Al = (1, 2,…-, m} ,那么 对 于 
mm 过 ll, (Ll, 1,2,…, m}) 攻 F. 全 排列 1 1 ,2,…, mm, … 的 前 mx 十 1 个 元 组 成 的 集 攻 
FF, 因 此 前 m 个 元 组 成 的 集 {1, 1, 2,…, m 一 1} € F. 这 表明 对 下 中 任 一 个 A;, 在 
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1 A; | 三 m 时 ,将 A; 中 任 一 元 换 成 {1， 2, …, n}) 中 其 他 元 时 ,得 出 的 集 A,'E€ 下 经 过 
这 样 的 替代 ,容易 导出 X= 二 {1,2,…, n) 的 全 部 mm 元 子 集 均 在 F 中 . 因此 下 由 X 中 全 
部 mm 元 子 集 组 成 ,或 者 下 不 含 X 中 的 元 子 集 , 即 下 由 X 中 全 部 m 十 1 元 子 集 组 成 . 

解法 二 设 Al, A;,,…, A, 中 元 数 最 小 的 为 r 元 集 , 共 广 个 . 添加 X 的 一 个 元 素 
到 这 些 - 元 集中 使 它们 成 为 r 十 1 元 集 . 对 每 个 ~ 元 集 , 有 ?2 一 > 种 添加 方法 ,每 个 > 十 1 


元 集 至 多 可 由 > 十 1 个 > 元 集 添加 而 得 ,所 以 经 过 添加 后 至 少 产生 1 i 
元 集 . 由 于 F 是 S 族 ,这 些 rr 十 1 元 集 与 A 9 A,， “"*, A, 均 不 相同 . 
ee | 至 | 时 ， 


扩 和 人 二 
区 


所 以 将 Al ,A;,…, A, 中 的 7 元 集 换 成 添加 后 得 到 的 x 十 1 元 集 ,集合 的 个 数 即 下 的 元 
数 严格 增加 . 


同样 , 设 A ，A。，…, A, 中 元 素 最 大 的 为 * 元 集 . 在 ; > | 号 | 时 ,从 每 个 ;元 集中 


删 减 一 个 元 素 变 成 ;一 1 元 集 ， rp 1 s 一 1 元 集 至 多 可 由 nn 一 (s 一 1) 


个 ,元 入 期 三 一 个 元 素 而 得 ) ,所 以 将 / 4 ， 4 ,，…, 4, 中 的 : 元 集 换 成 删 减 后 得 到 的 
一 1 元 集 ,|F| 增 加 . 


因此 ,在 A， …, A, 均 为 | 至 | 元 集 时 ,t 最大,(1) 式 成 立 . 


(1) 是 斯 佩 纳 于 1928 年 发 现 并 证 明 的 ,因此 称 为 斯 佩 纳 定理 . 例 1 的 第 一 种 证 法 为 
Lubell、Meshalkin、Yamamoto 等 给 出 (我 们 作 了 一 点 简化 ). 由 (2) 可 得 


ei (3) 


5S) 世 中 二 (4) 
k=]1 <n 


(4) 称 为 LMY 不 等 式 . 

过 喇 11 个 剧团 中 ,每 天 有 一 些 剧团 演出 ,其 他 剧团 观看 (演出 的 不 能 观看 ). 如 果 
每 个 剧团 都 看 过 其 他 10 个 剧团 的 演出 , 问 演出 至 少 几 天 ? 

解 ” 设 共 演 出 n 天 ,第 i 个 剧团 不 演 的 天 数组 成 集 A; (i = 1,2,…, 11), 则 Al， 
A;，…，, An 都 是 X= 二 {1, 2, …, n} 的 子 集 . 由 于 每 个 剧团 都 看 过 其 他 剧团 的 演出 ,所 
以 A;, A (1 三 i 二 ] 三 11) 互 不 包含 (第 i 个 剧团 看 第 ; 个 剧团 的 那 一 天 属于 A, 不 属 
于 A,). 由 例 1 有 


1 ed (5) 
Cl" 2 随 ” 递 增 ， Er 10, G; 一 20, 所 以 n 宇 6. 即 至 少 演出 6 天 . 
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例 3 ZX1，ZX2，*…， Xn 为 nn 个 绝对 值 不 小 于 1 的 实数 ,从 2” 个 和 
A i A 三江] ""*, n} (6) 
iEA 


(约定 xs 二 0) 中 至 多 能 选 出 多 少 个 ,使 得 每 两 个 被 选 出 的 和 相差 不 到 1? 
解 ” 如 果 某 个 x; 二 0, 用 一 xz; 代表 它 . 并 将 集 A 换 成 集 


ph ba (7) 
A\{7}, 如 果 7 € A. 
和 za 换 为 和 
dA dA 
容易 看 出 (7) 是 一 一 对 应 . 所 以 ,不妨 设 所 有 zz; 均 非 负 . 
设 F = {Ai, A:， 2 Ai}, A; 均 为 X 的 子 集 , 并 且 在 i1 关 ] 时 ， 
| TA, XA | 也 (8) 
如 果 A， CA,, 那么 | ZA, A [=| zw | 三 33 与 (8? 巴 盾 , 所 以 FF 为 S 族 . 由 例 Ls 
FA (9) 
当 z = zz 二 … 二 zx 二 1 时 ,有 CM 个 A(X 的 全 部 | 如 | 元 子 集 ) ,使 ra 一 


| 去 |, 它们 相差 为 0. 因此 ,至 多 有 C;" 个 和 彼此 相差 不 到 1. 并 且 ,CY"'5 是 最 佳 结果 . 


注 例 3 中 的 “实数 ”可 以 改 为 “复数 ”. 

在 数论 中 ,也 有 许多 命题 与 拉 姆 赛 定 理 有 关 , 除 第 47 讲 例 6 所 说 的 舒 尔 定理 外 ,最 
典型 的 例子 就 是 范 ， 德 * 瓦尔 登 定理 . 

过 是 〈 范 . 德 . 瓦尔 登 定理 ) 如 果 将 正 整数 集 任 意 分 拆 成 两 部 分 ,那么 对 于 任意 
给 定 的 正 整 数 1, 这 两 部 分 中 必 有 一 个 含有 长 为 1 的 等 差 数列 . 

解 ” 这 是 舒 尔 在 1920 年 提出 的 猜想 . 1926 年 ,在 德国 汉堡 大 学 担任 讲师 的 范 。 
德 。 瓦尔 登 从 他 的 荷兰 同胞 包 特 (Baudet) 那 里 得 知 了 这 个 猜想 , 经 过 长 时 间 的 思考 , 讨 
论 , 范 与 他 的 朋友 阿 丁 (E. Artin) . 许 莱 尔 (O. Schreier) 产 生 了 两 个 关键 的 想法 :(1) 可 
考虑 更 一 般 的 问题 ,即将 正 整数 集 N 分 拆 为 & 个 部 分 ,& 为 任 一 正 整 数 . (2) 可 以 将 NN 换 
成 它 的 一 个 充分 大 的 子 集 {(1, 2,…, n} ,这 里 nn 二 nl(k, 7) 是 与 AZ 有 关 的 正 整 数 . 这 样 
将 结论 加 强 后 , 便 可 以 利用 归纳 法 . 

对 / 用 归纳 法 . 当 7 = 2 时 ,只 需 取 nk, 2) 一 & 十 1 就 可 以 .假设 命题 对 i 成立 ,要 
证 命题 对 m 二 /十 1 成立 . 即 已 知 对 任意 正 整数 &, 存在 正 整 数 n(k，0), 使 得 将 
(1，2,，…, nl(k,，7)) 任意 分 拆 成 个 部 分 (更 形象 的 说 法 是 将 {1,2,…, n(k, 人 )}) 染 上 
& 种 颜色 ,每 个 数 任意 染 其 中 一 种 颜色 ) ,总 有 一 个 部 分 含 长 为 ! 的 等 差 数列 (总 有 一 个 
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长 为 /的 等 差 数 列 各 项 同色 ). 要 证 明 对 任意 正 整 数 &, 存 在 正 整 数 n(k，m) ,使 得 将 
{1,2,，…, n(k, m)) 任 意 染 上 上 种 颜色 ,总 有 一 个 长 为 m 的 等 差 数 列 各 项 同色 . 这 里 
为 书写 方便 ,将 /十 1 改 记 为 m. 

为 了 定 出 一 个 符合 要 求 的 数 nCk, m) ,我 们 定义 : 


do 三 1， no 一 n(k,， Ds 
若 对 5 0, 已 有 dr 一 1 9 nl , 则 定义 
of /2 .J n(k' 9 Ej: 


我 们 将 证 明 w 就 是 所 求 的 nCk,，m). 为 此 , 设 {1，2,，…， qi) 被 染 上 上 种 颜色 .将 
{1 ，2,，… gi) 等 分 为 2n_1 段 ,每 段 长 为 gq1( 即 由 gi 个 连续 自然 数组 成 ). 每 个 数 有 
k 种 染色 方法 ,因此 每 一 段 有 k*-! 种 染色 方法 . 将 每 一 段 看 成 一 个 “ 数 ”, 前 mw- 个 “ 数 ” 
染 上 人 种 颜色 ,而 ne = nk , L), 所 以 其 中 有 l 个 “ 数 ”Ai ， As, “A 染 上 同一 
种 颜色 ,并 且 这 /个 “ 数 ” 成 公差 为 di 的 等 差 数 列 . 前 一 句 话 表明 A 与 Aj(l1 夺 i 过 j 夺 DD 
中 ,染色 的 方式 完全 相同 , 即 如 果 平 移 使 A; 与 A, 重合 ,那么 每 两 个 重合 的 数 染 的 颜色 
相同 . 后 一 句 话 表明 As 中 的 最 小 的 数 比 A; 中 最 小 的 数 大 d1qi1(l1 三 i 二 站 , di 是 与 
i 无 关 的 数 . 
显然 di 一 mw, 所 以 可 从 后 ni 个 “ 数 ” 中 再 找 一 个 “ 数 ”A,, 且 A。 与 Ai 的 差 也 是 
di ，, 即 我 们 得 到 mx 个“ 数 ” 
Nir 和 .m5 (10) 
它们 成 等 差 数 列 ( 公 差 为 di) ,而 且 前 /个 “ 数 ” 同 色 . 
对 Ai 进行 与 上 面相 同 的 处 理 , 即 先 将 它 分 成 2n4-s 段 ,每 段 长 为 q:-s， 然 后 得 出 mm 
个 “ 数 ” 
Aili，Alz，…， 人 Ai， A C11》 
它们 成 等 差 数列 ( 记 公 差 为 d;), 而 且 前 /个 “ 数 ” 同 色 . 
将 (11) 平 移 , 便 得 出 人 A (1 过 i 达 m) 中 有 mm 个 “ 数 ” 
aiAz yy AAA (12) 
它们 成 等 差 数 列 , 公 差 为 d ,并且 在 1 三 i 三 1 时 ,前 i 个 “ 数 ” 同 色 . 
如 此 继续 下 去 ,最 后 将 得 到 真正 的 数 A,;.…. 
考虑 上 十 1 个 数 A ，Aiuiim，…，Amm…m. 其 中 必 有 两 个 数 同色 (因为 只 有 & 种 颜 


PR 1 个 大 一 :个 
eR (13) 
个 7 一 :个 6 一 :个 
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组 成 同色 的 等 差 数列 . 
首先 ,由 作法 ,在 ;< /时 ,Au i 都 是 Au 中 的 同色 的 “ 数 ”, 所 以 c; 同色 . 又 根据 


上 面 所 设 c 与 c% 同色 ， 因此 (13) 中 的 数 同色 . 
其 次 , 记 7 了 =i 十 1 (1 过 i 过 几 )， 


和 到 = Al i mm (QO, 


Mg 


下 “1 个 一 一 t 个 有 一 r 个 
则 对 1 和 1+ 夺 7 一 s, 由 作法 
Ci 一 Ci 一 | 一 dshqditsh). 
而 对 1 三 i 过 1， 
Citl 一 6 一 法 (Gi 1 — Gi, 11) = dn gety + ds+t2qis+2) i 


与 i 无 关 . 

于 是 本 题 结论 成 立 . 

上 面 的 证 明 可 以 说 是 初等 方法 的 顶峰 . 为 了 帮助 理解 ,可 以 举 k&=2, /= 二 2,m 二 3 
的 例子 ,这 时 go = 1, no = 二 nn(2, 2) 一 3,o 一 2X3 一 6,m 一 mn(2,，2) 一 2 十 1 一 
65, qs 一 2X65X6 一 780. 

将 1 一 780 分 为 130 段 ,前 65 段 中 , 设 第 11 段 与 第 26 段 同 色 : 


一 |(6D，62，(63)，64 ，65 


再 配 上 与 它们 成 等 差 的 第 41 段 : 


A; = | 241，242，243 244, 49 246 


-” 
二 
再 


61、62、63 中 有 两 个 数 同色 . 不 妨 设 61、63 同色 .将 61, 63, 151, 153 圈 上 圈 ,表示 它 
们 同色 . 考虑 61( 即 Ai)，65( 即 As)，245( 即 As ) 这 3 个 数 . 设 61 与 245 同色 ,这 时 
61，153( 即 As ) ，245 
三 数组 成 同色 的 等 差 数列 ( 若 61 与 65 同色 , 则 换 成 61、63、65 这 3 个 数 . 若 65 与 245 
同色 , 则 换 成 65，155，245)， 
证 明 中 定 出 的 2(R，2) 并 非 最 小 的 . 事实 上 ,9, 的 递 推 式 可 改 为 gq, = (2n, 一 
1)g, ,证 明 不 需要 改变 ,但 这 样 得 出 的 z(E，2) 仍 不 是 最 小 的 . 例如 用 枚 举 法 可 以 得 出 
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n(2, 3) 一 9 才 是 最 小 的 . 

范 ， 德 * 瓦尔 登 定 理 有 各 种 各 样 的 加 强 与 推广 ,例如 第 50 讲 例 1 的 拉 多 定理 . 

范 氏 定理 是 用 构造 的 方法 来 证 明 存在 性 的 . 构造 ,在 组 合 数学 中 经 常 需 要 . 前 面 ( 特 
别 是 第 5 讲 ) 已 经 举 过 一 些 例子 ,本 讲 再 举 两 例 ( 即 例 5 与 例 6). 

试 举例 说 明 第 47 讲 例 4 中 将 17 改 为 16 时 ,结论 不 成 立 . 

解 ”本 题 即 要 举 出 一 个 有 16 个 顶点 的 完全 图 , 边 染 上 红 、 黄 、 蓝 3 种 颜色 ,而 没有 
同色 三 角形 . 

抄 一 个 现成 的 答案 并 不 困难 ,但 显得 “不 负责 任 ”( 这 是 我 的 朋友 叶 中 豪 先生 的 评 
论 ). 应 当 说 明 如 何 去 构 造 这 样 的 图 . 

考虑 系数 为 0 或 1 的 16 个 z 的 多 项 式 

0 ly zs rt ly ryt 2 二 于 二 1] 
TT 到 十 形 十 1 十 十 zx) 好 十 好 十 到 十 二 
它们 可 以 作为 Kis 的 16 个 顶点 (如 果 你 喜欢 ,可 以 将 工 换 成 2, 16 个 多 项 式 就 变 成 数 
O10: 

约定 两 个 多 项 式 相 加 减 是 mod 2 的 (更 确切 的 说 法 是 在 有 限 域 Z 上 进行 ), 即 有 

(十 X) 土 (x 十 x 十 X 十 1)= 二 xz 十 1 


等 等 ,其 中 27 一 0, 一 x? = x? 等 等 . 于 是 差 仍 是 这 16 个 多 项 式 .将 除去 0 以 外 的 15 种 
差 (多 项 式 ) 分 成 3 组 : 


(1,，Xx 十 ,如 十 XT, 2 十 好 十 过 十 1)， 
{x 元 十 1， 天 和 于 式 十 1 好 斗 交 十 1 TX 十 工 十 1}， 
{十 1, 六 十 区 ,2 十 1， TZ 十 Xx? 十 xz). 


不 难 验证 同一 组 的 两 个 多 项 式 的 差 ( 即 和 ) 不 在 同一 组 ( 正 是 根据 这 一 条 来 分 组 
的 1) ,而 在 其 他 组 中 . 
对 每 条 边 ,考虑 两 个 顶点 (多 项 式 ) 的 差 . 根据 差 在 一 、 二 ,三 组 ,分 别 将 边 染 上 红 、 
黄 、 蓝 色 . 
如 果 顶 点 为 i, j,k 的 三 角形 有 两 条 边 同 色 , 那 么 设 差 i 一 j, j 一 在 同一 组 ,这 时 
i—k= (i 一) 二 (一 hk) 


不 在 同一 组 . 所 以 没有 三 边 同 色 的 三 角形 . 
读者 不 难 根据 上 面 所 说 的 染色 法 自己 绘图 . 
下 面 的 例 6 也 需要 巧妙 的 构造 . 
茶 次 棋 赛 有 n(n 二 2) 名 选手 参加 ,每 人 恰好 与 其 他 每 位 参赛 者 各 赛 一 局 ， 
每 局 胜 者 得 1 分, 负 者 得 0 分 ,平局 各 得 0. 5 分 . 赛 完 后 , 排 定名 次 , 称 得 分 高 的 负 于 得 分 
低 的 赛 局 为 “ 爆 冷门 ”. 
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(a) 证 明 爆 冷门 的 局 数 少 于 总 局 数 的 二， 


(b) 证 明寺 不 能 换 成 更 小 的 数 . 
解 (a) 先 设 n 二 2m，2m 名 选手 的 得 分 为 
aa 0 a 


对 于 1 达 i 三 mm, 第 i 名 至 多 爆 冷 门 ( 胜 名 次 在 他 前 面 的 )i 一 1 局 ,因此 他 不 爆 冷 门 
的 局 数 大 于 等 于 a; 一 (i 一 1). 

对 于 mm 十 1 壹 7 三 2m, 第 j 名 与 前 j 一 1 名 比赛 至 多 爆 冷 门 w 局 ,因此 他 不 爆 冷 门 
的 局 数 大 于 等 于 j 一 1 一 a. 

在 上 面 的 计算 中 , 不 爆 冷 门 的 局 数 (a; 胜 或 平 aj, 1 三 i 夺 m, m 十 1 全 j 三 2m) 可 
能 被 计算 了 两 次 ,因此 不 爆 冷门 的 总 数 


m1 2m 
> 椰 ( >) (ai 一 (一 D) 十 一 (14) 
1 一 】 1=mtl 


(14) 中 前 一 个 和 号 里 的 1“ 贡献 ”m, 后 一 个 和 号 里 的 1“ 贡献 ”一 m, 两 者 正好 抵消 . 
前 一 个 和 号 里 的 w 大 于 等 于 后 一 个 和 号 里 的 a;(j = i 十 m)，, 因此 它们 的 差 a; 一 a) 三 
0, 前 一 个 和 号 里 的 i 比 后 一 个 和 号 里 的 相应 的 }( 即 i 十 m) 正好 少 zm, 因 此 7 一 ;一 m， 
这 样 (14) 式 就 


> mm = Tm (15) 
总 局 数 为 C2 一 “22 一 ,所 以 
不 爆 冷门 的 局 数 > 地 X 总 局 数 , 爆 冷门 的 局 数 二 闻 X 总 局 数 
在 n == 2m 十 1 时 ,只 需 将 (14) 的 后 一 个 和 号 改 为 2 , 则 三 i 十 (m 十 1) 与 i 的 
差 为 m 十 1, 这 样 (14) 式 就 


> 了 > (mm 十 1) = 去 mlm 十 1). (16) 
1 一 】 


总 局 数 为 C%s 一 《2 到 士 轧 “22 ,所 以 结论 仍然 成 立 . 


(b) 需要 构造 一 个 例子 ,说 明 爆 冷门 的 局 数 可 以 任意 接近 总 局 数 的 二 
为 此 ,首先 考虑 2 | 名 选手 Al 9 A: 和 Al (约定 Ai+H2n+l < A,) ,规定 A; 胜 
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Ain 9 Aitz | et Ai 这 样 4， ek 人 AH 均 胜 了 m 局 ， 得 分 相同 . 我 们 假定 AI …， 
AH 的 名 次 是 Azmti, Azm, “， Ai ( 即 暂 时 放弃 对 A， A Azmti 按 得 分 多 少 排 名 的 要 
求 ,以 后 再 通过 他 们 与 其 他 一 些 人 的 比赛 来 保证 上 述 排 名 的 次 序 ). 这 样 爆 冷 门 的 局 数 
就 有 

mX(m 十 DD 十 (m 一 DD 十 … 十 2 十 1 一 开罗 二 二， 


32 _ (2m 1)，。2m m(3m 十 1) _ 3m 十 1 
与 总 局 数 onti a 2 的 比 为 rz 1 27 Os dn 当 mm 无限 增 大 时 ， 


这 比值 可 以 任意 接近 半 ( 即 可 以 大 于 任 一 个 比 立 小 的 实数 ) 


现在 引进 选手 Bi, B,, .…, Bn ,并 规定 Al 胜 其 中 27 十 ] 名 ( 即 全 部 B), A,, 
胜 其 中 2m 名 ,…，A, 只 胜 其 中 1 名 ,这 样 Ai，A:，…,， Asa 的 名 次 顺序 就 是 A ， 
Asms 7 Ai 了. 

但 这 时 由 于 引进 选手 B (1 三 上 之 2m 十 1), 总 赛 局 增加 许多 , A; (1 过 ;过 2 十 


1) 爆 冷 门 的 局 数 所 占 比例 就 远 远 小 于 了 了 . 


这 有 些 像 ( 艾 丽 丝 漫游 奇 境 记 》 中 的 艾 丽 丝 , 变 小 了 拿 不 到 桌 上 的 钥匙 , 变 大 了 又 进 
不 了 花园 的 门 ,顾此失彼 . 

怎么 才能 两 全 其 美 呢 ? 

Bi 的 个 数 应 比 A; 的 个 数 少 得 多 ,这 样 总 局 数 的 增加 就 不 会 太 大 . 但 为 了 排 定 A 


的 名 次 ,Bk 的 个 数 在 数量 级 上 无 法 减少 , 即 至 少 是 m 的 一 次 式 ( 充其量 减少 为 至 ). 既 


然 如 此 ,我 们 增 大 A; 的 个 数 ,使 之 成 为 m 的 二 次 式 , 即 考虑 A; ，(1 过 i, j 达 2m 十 1)， 
并 约定 


A,.; 胜 Ain.,， Ain,,， sn Aitm, ts 
人 Ai, 胜 Aj jh， A j+2， Ee Ai, jim， 
A.,.; 胜 :; 个 Bi， 


即 A;, ;相当 于 原来 的 A; (1 过 i, j, t, 上 过 2m 十 1). 至 于 A 胜 哪 i 个 B,，, 无 关 紧 要 ， 
Bi 之 间 的 胜 负 也 无 关 紧 要 . 这 时 爆 冷 门 的 局 数 


> 四 (2m+ 1): 


(原来 A; 胜 A, 爆 1 局 冷门 ,现在 A; ; 胜 A, , 仍 是 爆 冷 门 ,而 且 j, 1 均 有 2m 十 1 个 ). 故 
总 局 数 三 Cli 二 (2m 十 1)* 二 Cai ， 
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其 中 第 二 项 是 Bi 与 A;.; (1 过 i j,k 过 2m 十 1) 比赛 的 局 数 ,第 三 项 是 Bi 之 间 比 赛 的 
局 数 , 次 数 均 低 于 4 次 ， 因此 爆 冷 门 的 局 数 所 占 比例 


m(3m 十 1)(2m 十 1)? 过 
2 ((2m 十 1)? 一 1) 十 低 于 4 次 的 m 的 多 项 式 ”4 


CD 


当 m 无 限 增加 时 ,这 比值 可 以 任意 接近 闻 . 所 以 之 不 能 改 为 更 小 的 数 ， 


Peyote 46 讲 已 经 举 过 例 
子 , 这 里 再 举 一 个 例子 . 
和 定义 (人 z} 为 工 的 小 数 部 分 , 即 


{zx} = zx— [zxj|. CY 
现 有 nn 个 在 区 间 (0, 1) 中 的 实数 Bl ，B,，…，B, ,证 明 必 有 一 个 实数 8B, 使 得 


>) (一 月 过 2 (18) 


解 ” 如果 取 8= 0, 那 么 由 于 每 个 (8 }》 可 以 非常 接近 1，(18) 左边 的 和 接近 xn. 取 
8= 1, 情况 类 似 . 取 8 为 某 个 B , 稍 好 一 些 , 但 和 仍 可 能 接近 ”一 1. 究竟 取 哪 个 8 ,才能 
使 和 降 至 2 以 下 呢 ? 

这 要 用 龙 迪 斯 爱 用 的 方法 :从 整体 到 平均 . 即 陆续 取 8 三 B ,有 ，…，B,, 将 相应 的 


和 加 起 来 ,再 看 一 看 平均 数 是 多 少 . 
由 于 在 0 二 xz 二 1 时 ,{x) 一 Z 而 { 一 z} = 一 x 一 [一 xj = 一 x 十 1, 所 以 


(元 十 《一式 = 1. (19) 
于 是 ,对 每 一 对 i, j(1 三 i, jj 三 n,i 关 站, 均 有 {B 一 B) 十 {8 一 B.) = 1. 从 而 


LU 


2 (Bp—B} =iC: = 2 Dy (20) 
一】 j=]1 


平均 值 为 一 . 因此 必 有 一 个 B, 使 和 


> (pg -Bp} < (21) 
om 
本 题 的 = 是 最 佳 上 界 . 当 B, 接近 于 1， 而 B 二 上 (1k 过 n 一 1) 时 ,无 论 B 息 


样 选取 ,(18) 2 
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最 后 举 一 个 组 合 几何 的 问题 , 它 与 例 6 都 选 自 国际 城市 竞赛 . 

在 一 个 很 大 的 棋盘 上 ,有 2n 个 小 方 格 被 染 上 红色 ,而且 一 枚 每 次 只 能 横 走 
或 竖 走 一 格 的 棋子 可 以 从 一 个 红 格 走 到 任 一 个 红 格 ,不 穿 过 没有 染色 的 方 格 . 证 明 可 将 
这 2n 个 红 格 分 成 n 个 和 矩形 (包括 正方 形 ). 

解 ” 称 具有 题 述 性 质 的 红色 区 域 为 连通 的 . 用 归纳 法 证 明 2n 个 红 格 组 成 的 连通 区 
域 M 可 以 分 成 n 个 矩形 . 

n 二 1 时 ,结论 显然 . 

假设 二 1 并且 在 nn 换 成 较 小 的 自然 数 时 ,结论 成 立 . 考虑 n 的 情形 . 

(i) 如 果 有 一 个 红 格 A 恰 与 两 个 红 格 B,C 相 邻 . 

去 掉 A 后 ,如 果 红 色 区 域 不 连通 ,那么 分 成 的 两 个 部 分 (连通 分 支 ) 中 必 有 一 个 由 
偶数 个 红 格 组 成 ,将 A 加 入 男 一 个 部 分 中 ,然后 应 用 归纳 假设 即 得 . 

去 掉 A 后 ,如 果 红 色 区 域 仍然 连通 ,那么 再 去 掉 B. 如 果 红 色 区 域 连通 ,那么 可 用 
归纳 假设 . 如 果 红 色 区 域 不 连通 ,但 有 一 个 连通 分 支 X 由 偶数 个 红 格 组 成 ,那么 将 A， 
B 加 入 其 余部 分 中 ,形成 一 个 连通 区 域 ,对 X 及 这 个 连通 区 域 用 归纳 假设 . 如 果 每 个 连 
通 分 支 都 由 奇数 个 红 格 组 成 ,将 A 加 入 含 C 的 连通 分 支 X 中 ,将 B 加 入 其 余部 分 中 ， 
再 分 别 用 归纳 假设 . 

因此 ,以 下 设 每 个 红 格 都 不 恰好 与 两 个 红 格 相 邻 . 

(ii) 如 果 有 四 个 红 格 A，B, C, DD 形成 如 图 49-1 的 “ 田 ” 字 形 . 


图 49-1 


先 去 掉 A，B, 如果 图 仍 连 通 , 用 归纳 假设 即 得 . 设 图 不 连通 ,如 果 有 一 个 连通 分 
支 义 由 偶数 个 红 格 组 成 ,将 A，B 加 入 其 余部 分 ,再 用 归纳 假设 . 如 果 每 个 连通 分 文 
都 由 奇数 个 红 格 组 成 ,那么 连通 分 支 的 个 数 是 2 或 4( 因 为 红 格 的 总 数 是 偶数 2n 一 2， 
不 可 能 为 3 个 奇数 的 和 ) ,其 中 一 个 分 支 X 含 C，D. 在 连通 分 支 个 数 为 2 时 ,可 设 A 
与 男 一 个 连通 分 支 Y 相连 ;在 连通 分 支 个 数 为 4 时 ,可 设 B 与 两 个 连通 分 支 相 连 ,A 
与 第 四 个 连通 分 支 Y 相连 (当然 A 也 可 能 还 与 一 个 连通 分 支 相连 ). 将 A 加 入 Y 中， 
B 加 入 其 余部 分 中 ,形成 两 个 连通 图 ,所 含 红色 方 格 的 个 数 都 是 偶数 ,因而 又 可 以 应 
用 归纳 假设 . 

以 下 设 M 中 没有 “ 田 ” 字 形 . 

(iii) 如 果 A 与 四 个 红 格 B,C, D, EE 相 邻 (图 49-2) ,那么 由 于 每 个 红 格 都 不 恰 与 
两 个 红 格 相 邻 ,所 以 或 者 只 有 A，B, C, D, EE 这 五 个 红 格 ;或 者 下, G, 日, 工 中 至 少 有 
一 个 红 格 ,从 而 出 现 “ 田 ”字形 . 
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因此 ,我 们 可 以 假设 M 中 没有 红 格 与 四 个 红 格 相 邻 . 于 是 ,M 中 每 个 红 格 或 者 与 一 
个 红 格 相 邻 ,或 者 与 三 个 红 格 相 邻 . 

(iv) 如 果 红 格 A 与 三 个 红 格 B,C, D 相 邻 (如 图 49-3) ,而 也 又 与 三 个 红 格 相 邻 ， 
那么 与 D 相 邻 的 红 格 巨 , 下 必 不 与 B 相 邻 ,而 是 如 图 配置 . 这 样 一 直 延 长 至 某 个 红 格 
Q, 它 只 与 前 一 个 红 格 相 邻 . 同样 ,C 那 边 可 能 向 左 延 长 ,也 可 能 到 C 结束 . 


49-3 


图 49-3 显然 可 以 分 成 一 个 1Xk 的 矩形 及 许多 边 长 为 1 的 正方 形 . 对 于 C, A 两 个 
红 格 ,只 需要 一 个 1 X 2 的 矩形 . 以 后 每 增加 两 个 红 格 ,矩形 的 长 便 增加 1 ,同样 正 方形 
的 个 数 也 增加 1, 所 以 2n 个 红 格 可 分 为 1 X Ca 十 1) 的 矩形 与 4 一 1 个 1X1 的 正方 形 . 

本 题 主要 抓 住 * 连 通 性 ”来 讨论 ,难度 并 不 太 大 ,但 叙述 要 求 层 次 分 明 ,条 理 清楚 . 中 
学 同学 应 当 逐 步 养 成 良好 的 表达 习惯 ,尤其 是 书面 表达 ,要 * 想 得 清楚 ,说 得 明白 , 写 得 
干净 ” 


司 题 49 
1 设 F 一 (ArAy 基 中心 和 二 12， 从 是 思 王 (2 ni 的 7 元 
集 . 定义 
9F, 二 4B; B 是 某 个 A; 的 子 集 并 且 | B|=r 一 1). 
证 明 
Ra 
人 


当 且 仅 当 上 一 C' 时 等 式 成 立 . 

2 符号 同 第 1 题 . 如 果 X 的 包含 9 下 中 任 一 个 元 素 B 的 rr 元 集 A 都 在 正中, 证明 
t= 人 C0. 

i 证 明 仅 当 Al 9 A,,， ij A, 的 元 数 全 都 相同 时 ,LMY 不 等 式 中 的 等 号 成 立 ， 


第 49 讲 组 合 问 题 


.已 知 X1， Xs，…，Xn 为 绝对 值 不 小 于 1 的 实数 ,对 任意 实数 工 ,在 2"” 个 和 xz 一 
Sz 中 ,至 多 可 选 出 多 少 个 与 工 的 差 的 绝对 值 小 于 1/2? 
iEA 


. 假设 同 第 4 题 ,证 明 在 2" 个 和 Si (si 一 士 1) 中 ,至 多 可 以 选 出 Ci" 引 个 与 的 距 
rp 


离 小 于 1. 
.2n 名 选手 进行 两 轮 循 环 赛 , 每 轮 每 名 选手 与 其 他 选手 各 赛 一 局 , 胜 者 得 1 分 , 负 者 得 
0 分 ,平局 各 得 0. 5 分 . 如 果 每 名 选手 第 一 轮 的 总 分 与 第 二 轮 的 总 分 至 少 相 差 n 分， 
证 明 每 名 选手 第 一 轮 的 总 分 与 第 二 轮 的 总 分 恰好 相差 n 分 . 

. 证 明 对 任意 的 正 整数 1,.R，s, 如 果 将 正 整 数 集 NN 任意 分 拆 为 k 个 子 集 ,那么 总 有 正 
整数 a, d, 使 得 a 十 d, a 十 2d,…, a 十 ld 与 sd 都 在 同一 个 子 集中 . 

.一 张 矩 形 纸 片 , 内 部 有 7 个 和 矩形 的 洞 , 洞 的 边 与 纸 片 的 边 平 行 . 如 果 无 论 这 些 洞 如 何 
分 布 , 总 能 将 纸 片 前 成 m 个 没有 洞 的 矩形 , 求 za 的 最 小 值 . 

. 设 S= (ail,，as，*"…，an} 的 子 集 族 U 具 有 性 质 : 若 AEU,ACB, 则 BEU.S 的 
子 集 族 V 具有 性 质 : 若 A EV,A 刁 B, 则 BEV. 证 明 


UMNV 克 人 
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第 50 讲 谈 谈 命题 


内 行 的 人 都 知道 “命题 容易 解 题 难 ” 数学 题 如 汪洋 大 海 , 可 以 说 要 多 少 有 多 少 , 而 
且 这 茫茫 大 海 每 时 每 刻 都 在 不 断 增 长 ,永远 取 之 不 竭 . 

重要 的 是 选择 有 典型 意义 的 题 ,注意 推 陈 出 新 . 

试题 ,尤其 是 重大 比赛 的 题 ,往往 会 产生 一 定 的 影响 . 这 些 题 应 当 有 指导 性 ,反映 现 
代数 学 的 思想 方法 ,不 宜 过 偏 过 专 ,计算 量 不 宜 过 大 (繁复 的 计算 容易 “淹没 ”内 在 的 
思想 )， 

好 的 试题 往往 有 深刻 的 数学 背景 (并 不 要 求学 生 完全 了 解 ). 如 第 一 届 中 国 数学 奥 
林 匹 克 的 第 六 题 ( 即 本 书 第 2 讲 例 5): 

MO 牌 足球 由 若干 多 边 形 皮 块 用 三 种 不 同 颜色 的 丝线 缝 制 而 成 ,有 以 下 特点 ， 

(i) 任 一 多 边 形 皮 块 的 一 条 边 恰 与 男 一 多 边 形 皮 块 同样 长 的 一 条 边 用 一 种 颜色 的 
丝线 缝合 ; 

(QD) 足球 上 每 一 结 点 恰好 是 三 个 多 边 形 的 顶点 ,每 一 结 点 的 三 条 缝 线 的 颜色 不 同 . 

求证 :可 以 在 这 MO 牌 足球 的 每 一 结 点 上 放置 一 个 不 等 于 1 的 复数 ,使 得 每 一 多 
边 形 皮 块 的 所 有 顶点 上 放置 的 复数 的 乘积 都 等 于 1. 

这 道 题 与 空间 的 定向 及 三 正则 图 的 Tait 染色 有 关 , 是 一 道 新 颖 的 好 题 . 

再 如 1991 年 全 苏 数学 冬令 营 的 一 道 试题 ( 即 第 39 讲 例 9) : 

在 空间 中 有 一 个 有 限 点 集 M 和 一 点 O. 点 集 M 由 n 宇 4 个 点 组 成 ,已 知 对 集 M 中 
任意 三 个 不 同 的 点 ,一 定 能 在 M 中 找 出 第 四 个 点 也 ,使 得 O 点 严格 位 于 四 面体 ABCD 
的 内 部 ,证 明 ”一 4. 

这 道 题 与 高 斯 球面 射影 、 三 角 剖 分 . 欧 拉 定理 有 关 , 体 现 了 代数 拓扑 中 的 基本 方法 ， 
也 是 一 道 新 颖 的 好 题 . 

这 类 好 题 , 解 答 并 不 复杂 ,然而 却 不 易 想到 . 久 思 不 得 其 解 ,再 看 解答 ,不 禁 拍 案 叫 
绝 ( 如 果 自 己 不 先 思考 ,直接 就 看 解答 ,很 可 能 以 为 平淡 无 奇 ,不 解 其 中 三 昧 ). 

1986 年 中 国 提 供给 IMO、 并 被 选中 的 一 道 试题 是 ， 

平面 上 给 定 AA,A:A: 及 点 Pu ,定义 A, = A, ;3(s 宇 4), 构造 点 列 P,, P), P,,… 


”使 得 Pi 为 Pi 绕 中 心 At 顺 时 针 旋 转 120" 时 所 达到 的 位 置 (k= 二 0，1，2，…). 若 
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Pos6 = Po, 证 明 八 AlA,A; 是 正三 角形 : 

这 道 题 颇 为 有 趣 , 用 复数 来 解 没有 太 大 困难 . 由 于 不 少 国家 缺少 用 复数 解 几何 题 的 
训练 ,恰恰 被 击 中 要 害 . 在 此 之 后 ,各 国 加 强 了 这 方面 的 训练 ,各 级 竞赛 中 , 效 无 之 作 也 
纷纷 出 笼 ,但 IMO 反倒 不 再 考 了 ( 正 是 为 了 避免 众所周知 的 熟 套 子 ). 不 过 ,十 年 河东 ， 
十 年 河西 ”或许 在 2006 年 (20 年 之 后 ) ,人 们 已 经 淡忘 的 时 候 ,IMO 中 又 出 现 一 道 类 似 
的 问题 . 


第 50 讲 谈 谈 命题 


中 国 提 供 的 .1991 年 IMO 的 一 道 试题 ( 即 习 题 46 第 6 题 ) ; 

设 S 二 (1, 2, 3,…, 280}. 求 最 小 的 自然 数 n 使 得 S 的 每 个 有 n 个 元 素 的 子 集 都 
含有 5 个 两 两 互 素 的 数 . 

这 道 题 主 要 运用 抽 居 原理 . 由 于 要 知道 小 于 280 的 质数 共 59 个 ,必须 逐一 检验 小 
于 280 的 日 然 数 . 这 样 的 计算 量 未 免 偏 大 ,耗费 过 多 时 间 (IMO 中 禁止 使 用 计算 器 ). 

新 颖 的 题目 往往 来 自 科 研 ,这 是 “ 题 海 ”的 “源头 活水 ” 如 “全 世界 任意 6 个 人 中 , 必 
有 3 个 人 互相 认识 或 互 不 相识 ”就 是 图 论 中 的 著名 定理 ,现在 已 成 为 每 一 本 竞赛 讲座 书 
中 必 不 可 缺 的 例题 

从 科研 论文 截取 一 段 或 采用 一 个 特例 ,已 经 是 一 种 流行 的 命题 法 . 本 书 中 很 多 问题 
均 由 此 而 来 (如 第 43 讲 例 6, 7 都 是 图 兰 (P. Turan, 1910 一 1976) 定 理 的 特例 ,又 如 第 5 
讲 例 12 是 朱平 天 与 单 增 的 论文 中 的 一 个 结论 ) ,这 正体 现 了 数学 普及 的 大 趋势. 


当然 ,很 多 问题 需要 经 过 改造 ,重新 编制 . 在 这 方面 苏联 数学 家 做 了 大 量 的 .相当 出 - 


色 的 工作 . 美国 数学 家 做 得 也 比较 成 功 . 
设 a1， as，…, a 为 整数 ,并 且 每 一 个 部 分 和 a 十 w 十 … 十 a (1 之 i 二 
bo < dan di ey) 都 不 为 0. 证 明正 整数 集 可 以 分 拆 为 有 限 多 组 ,使 得 X11» X29 "Tn 在 
同一 组 时 ， 
azl 十 azzz 十 … 十 az 0., GL 


解 ” 本 题 是 拉 多 (Rado，1895 一 1965) 的 半 个 定理 . 这 一 半 看 似 不 难 , 学 习 拉 多 定理 
的 人 也 往往 忽视 . 但 如 果 自 己 去 做 却 未 必 就 能 顺 顺 当当 地 解决 . 
解法 是 取 质 数 


p>| a a pe 站 (C2) 


将 每 个 自然 数 写成 p 进 制 , 右 起 第 一 个 非 零 数字 为 j 的 归 入 第 j(j = 1, 2, …, p 一 1) 
组 , 这 就 将 自然 数 集 分 为 p 一 1 组 . 
如 果 zl， zz ，…，zm 都 在 第 7 组 ,那么 这 些 数 的 右 起 第 一 个 非 零 数字 都 是 j, 当然 
在 某 些 zx; 的 第 m 位 非 零 时 ,其 他 的 z; 的 第 m 位 数字 可 能 为 0. 于 是 有 
QiZl 十 Qzz2 十 十 QT， =j(a Ta + 十 ai ) (mod p”). 


由 于 1<j 过 p, p+j 以 及 (2) 和 已 知 a 十 Qi 十 … 十 a 关 0, p+4 a a 十 … 十 a,， 
从 而 aizi 十 azzs 十 … 十 a,x，, 关 0 (mod 加 ). 更 有 alizli 十 azzs 十 十 ar 关 0. 

拉 多 定理 的 另 一 半 , 即 “如 果 有 某 个 部 分 和 ai 十 as 十 … 十 w, = 0; 那么 只 要 将 正 
整数 集 分 为 有 限 多 组 (用 有 限 多 种 颜色 染色 ) ,其 中 必 有 一 组 存在 元 素 zi， zo， …， 
满足 

do a 7 iy ld we 二 (3) 


( 即 (3) 有 同色 解 )”. 这 一 部 分 比较 难 证 , 它 与 著名 的 范 ， 德 。 瓦尔 登 定理 密切 相关 ,本 
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身 又 可 推广 为 更 一 般 的 形式 (参见 综合 习题 第 17 题 ). 
上 如 给 定 正 奇数 nn 后 ,计算 3n 十 1, 然后 尽 可 能 多 次 地 除 以 2, 直到 得 出 一 个 奇 
数 , 记 之 为 到 例如 


1 一]1，11” ”=17，17” 三 13，13” 一 29，5” 一 1|. 


(a) 证 明 如 果 n* 三 mm 并 且 xm ”一 2 则 浆 一 称 王 1 
(b) 求 一 个 正 奇数 n, 满 足 


20 个 
J 


Wa (4) 


解 (a) 不 妨 设 n 壹 m. 如 果 n 二 1, 显然 加 二 1. 如 果 # > 1, 那么 并 二 1 一” 


m. 因此 mm 一 ed Wn 2 (a 为 自然 数 ), 则 


2 一 3 十 1 一 et +1 = Mt, (5) 
而 dn < 3 < 6n, (6) 


因此 不 可 能 有 自然 数 a 满足 (5) 式 . 从 而 必须 n= 1, m= 1. 
(b) 如 果 nn = 二 4 一 1, 则 3n 十 ] = 12k 一 2, n” 一 的 一 1 二 m 因此 , 设 n= 二 2 。 上 
一 1, 其 中 a 为 大 于 20 的 自然 数 , 便 有 
Hn Rs DE hb] 


20 个 


es, 


< = es k=l 


例 2 源 自 著 名 的 角 谷 猜测 . 虽然 (4) 表 明 n,n* ,，n”,…: 可 以 是 一 个 任意 长 的 递增 
数列 ,但 角 谷 等 人 猜测 这 个 数列 中 迟早 要 出 现 1( 从 而 以 后 的 项 全 是 1). 这 个 猜测 有 大 
量 的 实验 数据 支持 它 ,但 至 今 没 有 人 能 够 证 明 它 . 

冉 | 已 知 在 ”三 3 时 ， 费 马 方程 
= (7) 
至 多 有 有 限 多 组 满足 (z，y) = 1 的 整数 解 . 证 明 存 在 质数 pi 二 gi 二 p; 二 qz 三 …， 
使 得 
Zhi 十 yp 一 xp (8) 


(i 三 1,，2,…) 无 正 整 数 解 , 即 费 马 大 定理 对 n= 二 pig; 成 立 . 
解 ” 对 固定 的 n, (7) 至 多 有 有 限 多 组 满足 (x+，y) = 1 的 解 . 设 
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M= max(|x|,|y|, |z|), 
其 中 (z，>，z) 跑 遍 (7) 的 本 原 解 ( 即 满足 (z,，y) = 1 的 解 ), 则 在 记过 M 时 ， 
TI” 十 ym 一 vpn (9) 


无 正 整数 解 . 不 然 的话 , 设 +,，y, z 为 (9) 的 本 原 解 (将 zx，y，z 同 除 以 (x,y) 便 产生 本 
原 解 ), 则 x"，y”"，z” 是 (7) 的 本 原 解 ,于 是 


yy， "< M <am. 


这 就 导出 z= 二 y= 二 z= 1, 但 (1, 1, 1) 不 是 (9) 的 解 . 

现在 取 二 pi (质数 ), 根据 上 面 所 说 ,存在 M(pi), 当 m 二 M(pi) 时 ,大 定理 对 pim 
成 立 . 由 于 质数 个 数 无 穷 , 有 质数 qi  M(n) 及 轧 ,从 而 大 定理 对 于 n= 二 piq, 成 立 . 

取 质 数 p; 二 qi， 用 ps 代替 上 面 的 pi, 又 可 得 到 质数 qz 过 p; 使 大 定理 对 于 ”三 
zz9g: 成 立 . 

依 此 类 推 即 得 结论 . 

例 3 是 20 世纪 80 年 代 的 “新 产品 ". 这 是 第 一 次 证 明 大 定理 对 无 限 多 个 两 两 互 质 
的 指数 n 均 成 立 . 

空间 有 个 点 ,两 两 的 距离 互 不 相等 . 将 每 一 点 与 距离 它 最 近 的 点 相连 . 证 
明 对 其 中 任 一 点 O, 以 O 为 端点 的 线段 不 超过 14 条 . 

解 ” 初 看 起 来 ,以 O 为 端点 的 线段 只 有 1 条 ( 即 O 与 距离 最 近 的 点 相连 ). 其 实 不 
然 ,因为 其 他 的 点 ,例如 A, 可 能 与 O 〇 相连 ,因为 O 是 距 A 最 近 的 点 . 

设 0 与 A1, A, 都 相连 , 则 Al, As 中 至 多 有 一 点 距 O 最 近 . 设 A, 不 是 距 O 最 近 的 
点 , 则 OO 是 距 A, 最 近 的 点 ,因此 A,A, 二 O4 ,. 

如 果 A 也 不 是 距 O 最 近 的 点 ,那么 同样 有 A,A，, 二 O4:. 如 果 A, 是 距 O 最 近 的 
点 ,那么 AlAs > QO4 二 Q4:. 

总 之 ,人 OA4AA;, 中 ,AiA, 最 长 ,所 以 


LAOQA, > 60 . (10) 


设 以 0 为 端点 的 线段 OA;(1 壹 i 过 m) 共 mm 条 , 现 证 m 三 14. 

以 O 为 球 心 ,1 为 半径 作 一 个 球 . 设 OA, 与 球 的 交点 为 B,(l1 过 i 
< m). 

以 每 个 B,(1 过 i 达 mm) 为 项, 作 一 个 球 冠 , 含 角 为 60", 即 二 BIOL 
一 30， 如 图 50-1. 

由 于 (10) ,这 些 球 冠 互 不 相交 . 


球 冠 的 高 = 1 一 竣 , 所 以 球 冠 的 面积 为 2xh = (2 一 VB) 


mn 
a 
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因为 球面 积 为 4x, 所 以 球 冠 的 个 数 


Se = 4(2 十 V3) = 14. 928.…. 


4 
(2 一 V3)xr 
即 球 和 冠 的 个 数 m 三 14. 

本 题 与 著名 的 数学 问题 “13 个 球 的 问题 * 有 关 ( 参 见 人 (十 个 有 趣 的 数学 问题 》, 单 卉 
兰 , 上 海 教育 出 版 社 ,1999 年 出 版 ) , m 过 14 可 改进 为 m 三 12, 但 证 明 极 为 困难 . 

已 知 p 为 质数 , 集 S CZ, 满足 : 

(D) 知 整数 a, 中 恰 有 一 个 属于 S, 则 ab € 5S; 

(着 a ES, 则 a 十 p€S. 

设 S 中 最 小 的 正 整 数 为 n. 如 果 n 二 pp，, 证明 : 

(a)OES; 


(b) n 之 VP 十 己 . 


解 若 0E 色 S, 则 0 王 0。.m ES, 了 矛盾 .所 以 0 E S. 

以 下 分 两 种 情况 来 证 明 (b). 

(D—1¢S. 

因为 一 1 〖 S, n€ S, 所 以 一 n€ S, p 一 n€ S. 从 而 p 一 n 宇 n(n 是 S 中 最 小 
的 正 整数 ), p 三 2n. 因为 p 是 质数 ,所 以 p 二 2n. 

设 户 一 站 二 0(1 和 ii 和 2 一 1)， 则 因为 i &@ S, 一 n€ S, 所 以 一 in € S, pin€ 
S. 从 而 p 一 加 三 n, pp 三 (i 十 1)n. 因为 pb 为 质数 ,所 以 p 二 (i 十 Dn. 

依 此 类 推 , 直 至 户 之 到 ,7 一 VD. 

(ii) 一 1 ES. 

因为 对 1 科 ; 委 ?2 一 1, i S, 所 以 一 i € S. 因为 n 一 1 4 S, 所 以 一 i(n 一 1) GE 
S, Pp 一 i(n 一 1) € S. 从 而 在 p 一 i(n 一 1) 汪 0 时 ,p 一 i(n 一 1) 宇 n, 更 有 pp 交 (i 十 1)(n 
—1). 

因为 p 二 nn 二 n 一 1, 所 以 逐步 递 推 ( 即 归 纳 法 ) 得 p 守 n(n 一 1), p 宇 Ww 一 n 十 1 二 


(* 一 二 ) ， VP 之 n 一 广 


作为 5, 可 以 举 mod p 的 非 平方 剩余 ( 即 不 能 与 平方 数 mod p 同 余 的 数 ) 所 成 的 
集 . 本 题 的 背景 即 是 对 mod p 的 最 小 的 、 正 的 非 平方 剩余 进行 上 界 估计 . 用 细致 的 方法 
可 以 得 到 远 为 精确 的 估计 . 此 外 ,证 明 中 分 两 种 情况 ( 即 根据 一 1 是 否 非 平方 剩余 ) 讨 
论 . 其 实 两 种 情况 也 可 以 合 起 来 证 明 . 

从 以 上 一 些 例 题 可 以 看 出 ,应 当 有 一 批 数学 家 参加 命题 . 命题 者 最 好 能 搞 一 段 科 研 
或 至 少 熟悉 一 些 动 态 , 了 解 研究 前 沿 的 情况 ,善于 将 新 的 结果 融入 竞赛 之 中 . 如 果 对 于 
问题 的 背景 上 毫 无 所 知 , 那 就 很 难 认识 “庐山 真面目 ”. 
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改造 陈 题 ,加强 .推广 .变形 ……” 旧 瓶装 新 酒 ”, 也 是 重要 的 命题 方法 . 但 用 更 高 的 
标准 来 看 ,这 种 方法 不 能 作为 命题 的 主要 途径 ,否则 路 子 会 越 走 越 窗 ,缺乏 新 意 . 说 到 
底 , 科 研 才 是 命题 的 真正 源头 . 

有 一 个 天 平 ,两边 都 可 放 夸 码 . 现 有 10 个 硅 码 ,质量 分 别 为 1, 2, 4, 8, 16， 
2 

(a) 证 明 任 一 质量 为 M 克 的 物体 ,至 多 有 89 种 称 出 它 的 方法 . 

(b) 给 出 有 89 种 称 法 的 质量 M. 

解 显然 ,我 们 可 以 考虑 更 一 般 的 问题 : 

用 1, 2, 4,…, 2 这 & 十 1 个 硅 码 称 质 量 为 M 克 的 物体 ,至 多 有 多 少 种 不 同 的 
称 法 ? 

注意 89 是 第 11 个 斐 波 纳 奇 数 (第 22 讲 例 1). 因此 ,一 般 地 ,答案 应 当 是 wz. 而 
目 通 过 试验 ,可 以 发 现 仅 在 1M 为 

一 2 一 2 和 十 242 一 … 士 1 (11) 
及 Db 一 2 0 = thi CL2 


时 ,恰好 有 ws 种 称 法 (ae。 = 341, pm = 171). 

证 明 当 然 用 归纳 法 . 奠基 显然 . 设 结 论 对 上 一 1 及 上 成 立 ,考虑 十 1 的 情况 . 

因为 a = 二 2 一 b= 二 2 一 Qj 三 2 一 站 十 ac， 而 用 1, 2，…，2 生 !: 克 的 硅 码 称 
at-l 死 , 有 uxti 种 称 法 ,所 以 称 ak 克 时 ,如 果 利 用 2*” 克 的 夸 码 也 至 少 有 w+ 种 称 法 . 
为 一 方面 ,因为 ai 二 2 ,所 以 用 到 2 克 , 也 就 必须 要 用 2 克 的 硅 码 (否则 质量 三 2" 
一 (2 一 2 一 … 一 1 二 2 二 at). 因 此 称 a 克 时 ,用 2 克 的 称 法 恰好 w+ 种 . 这 样 
称 Uk 克 就 有 MA+2 二 Wetl = Ukt3 种 方法 . 

ei em | 克 当 然 也 有 ur+3 种 方法 . 

如 果 2” < MM, 那么 称 M 克 时 必须 用 到 2 克 的 硅 码 ,而 M 一 251 克 用 1，2，…， 
2 克 夸 码 称 ,至 多 有 ws 种 称 法 . 

如 果 M< 一 2 ,但 M 关 ai，, 那么 利用 2 克 硅 码 时 ,也 就 必须 用 2 克 硅 码 ,而 

< 一 (2 和 一 20) 一 M 一 2 一 M 


用 1，2, …，2 导 ! 克 称 , 称 法 至 多 xs 种 . 
不 利用 2” 克 硅 码 时 ,M 的 称 法 少 于 wis 种 ,除非 M = 二 b. 但 M = bi 时， 
Gi 
用 1, 2,…, 2* ! 克 称 , 称 法 少 于 ui 种 . 
所 以 M 的 称 法 少 于 zk 十 = ZLk 十 2 二 23 种 . 
如 果 2 关 一 M 一 2 ,并 且 M 尖 2 一 ak 那么 用 241 克 夸 码 时 ， 


219 


数学 竞赛 研究 教程 


220 


了 ta — M3 a， 


用 1, 2,…,，2* 克 夸 码 称 , 称 法 少 于 w+， 除非 c = 2 一 ai, 即 M = 2 十 as. 

为 一 方面 ,不 用 2” 克 夸 码 称 时 ,必须 用 2 克 夸 码 , 而 M 一 2 克 用 1, 2,…, 2 
克 硅 码 称 ,至 多 有 w+ 种 称 法 . 并 且 在 M 三 2 十 o 时, M 一 2 关 王 ay 用 1，2，…，2 生 
克 夸 码 称 , 称 法 少 于 zk 十 1 种 . 

所 以 M 的 称 法 少 于 Ukt2 十 Ushi = Urt3 种 . 

设 a,b 为 自然 数 . 如 果 上 自然 数 集 N 可 以 分 拆 为 三 个 子 集 Ni ，Nz ，Ni ,使 得 

对 任 一 上 自然数 n,n 十 a, n 十 5 与 n 分 别 各 属于 一 个 N;(1 三 i 过 3). 求 a, 5 应 满足 的 充 
分 必要 条 件 . 

解 ” 本 题 原 是 苏联 的 一 道 赛 题 ,其 中 a, 6b 是 已 给 的 数 一 50，1 987, 要 求证 明 所 说 
的 分 拆 不 存在 . 现在 改 为 更 一 般 的 问题 . 

先 考 虑 a, 5 应 满足 的 必要 条 件 . 

设 2EN,n+aEN, noE Ni, 则 


nn 十 a 十 6 = 二 (nn 十 a) 十 b= 二 (n+6)+a 对 N, U Ns,, 
所 以 n 十 a 二 bE Ni. 


由 于 nn 十 2a = 二 (nn 十 a) 十 a 与 nn 十 a; nn 十 a 十 b 分 属 二 个 子 集 , 所 以 nn 十 2a € Ni， 
即 n, nn 十 a, ?十 2a 分 属 三 个 子 集 ,从 而 ?2 十 ac, 2 十 2c, nn 十 3a 分 属 三 个 子 集 , n 十 3a 与 
n 在 同一 个 子 集中 . 同 理 ”十 32 与 ”在 同一 个 子 集中 . 

设 a, 5。 的 最 大 公约 数 d = 二 (a, 2), 则 有 正 整 数 &, h, 使 ka 一 hb ==4d. 

取 n 放 3, 则 nn 十 34d = 二 =n 十 k，3a 一 h。3b 与 n 在 同一 个 子 集 中 . 因此 3d + a， 
3d +b. 

如 果 设 a= 二 3’，al,b= 3'。b， 其 中 Ss, t 为 非 负 整数 ,而 3 + aib ,那么 由 3d + a， 
3d + 5b 得 出 s = 

同 理 , (a 十 b, 3a) + a, 但 (a 十 b, a) | a, 所 以 必 有 (a 十 b, 3a) 二 3(a 十 b, a), 从 
而 3 | (ai 十 b1). 

于 是 ,所 求 必 要 条 件 如 下 : 

设 a 二 3'41,b 二 361，s, 为 非 负 整数 , 3 + aib, 则 必 有 


| 《ai 十 Di)， (Ed 
下 面 证 明 (13) 也 是 充分 条 件 . 为 此 ,只 需 构造 一 个 例子 . 定义 


Ni (7:] 大 0， 1,…*， 3 一 1(mod 3 一 )}， 
N; = (1]:] 三 3’， 3 十 1， ”9 2 X 3:— 1(mod 3 ))， 
Ns = {jj =2X3, 2X3 1, , 3 — 1(inod 3"!)}. 


| 
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不 难 验 证 分 拆 N= Ni UN UN 及 4=3,20 王 2X3: 满 足 条 件 . 

本 题 的 正 整 数 集 可 以 改 为 整数 集 . 

2 让 确定 是 否 存 在 一 个 正 整数 n, n 无 平方 因子 ,恰好 被 2 000 个 不 同 的 质数 整 
除 , 而 且 2 被 n 整除 . 

解 2 000 并 不 是 一 个 重要 的 数 , 只 是 形容 n 的 质 因数 较 多 . 2 000 可 以 改 成 任 一 个 
大 于 1 的 自然 数 .在 n 只 有 一 个 质 因数 , 即 n 本 身 是 质数 时 , 取 n 二 3 即 可 .并 且 在 nn 为 
奇 质 数 时 ,由 费 马 小 定理 

2" 十 1 三 2 十 1 三 3(Cmodz)， 
所 以 必 有 nn 二 3. 

现在 考虑 不 同 质 因数 的 个 数 大 于 等 于 2, 无 平方 因子 ,并 且 满 足 n| (2" 十 1) 的 
显然 n 是 奇数 . 

可 以 设 n 是 满足 上 述 要 求 的 最 小 的 数 . 因为 


" 三 — 1](mod n), (14) 
所 以 可 设 有 一 个 最 小 的 正 整数 * 满足 
2 三 一 ] InOQ n): 《L57 
顺便 介绍 两 个 常用 的 引 理 . 
引 理 1 若是 满足 
"三 1(modn) (16) 


的 正 整数 z 中 最 小 的 一 个 , 则 对 满足 (16) 的 正 整 数 z 均 有 r|x. 
事实 上 , 设 z=og 二 yy; 0 夺 y 二 7, 则 


27. 一 22 = 1](modn). 


所 以 y = 0， P| 
引 理 2 若是 满足 


xz 三 一 1](mod n) (17) 


的 正 整数 xz 中 最 小 的 一 个 , 则 对 满足 (17) 的 正 整 数 z 均 有 s|z, 并 且 引 理 1 中 的 r= 2;. 
事实 上 , ”二 5 否则 ,rr 二:s 人 时 ， 


2 三 2 三 一 1(mod7) 
与 s 的 最 小 性 矛盾 (显然 > 和 天 ss). 又 由 (17)， 
22 = 1](mod n), 
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所 以 由 引 理 1, ~ | 2s. 于 是 > = 25. 

对 满足 (17) 的 z, 22 三 1(modz2), 所 以 由 引 理 1, ”| 2xz, 即 |>. 

现在 回 到 (14)，(15). 由 引 理 2，s |n. 又 由 欧 拉 定理 2*” 二 1(mod n), 所 以 
sig(m). 这 表明 ;二 n, 并且 s | (2 十 1). 由 于 nn 的 最 小 性 , 必 有 ;为 奇 质 数 , 从 而 s == 3. 
但 n 至 少 有 两 个 不 同 的 质 因数 ,所 以 n+ (2 十 1). 矛盾 ! 这 表明 没有 nn 满足 题 中 所 有 
条 件 . 

夯 一 种 证 法 是 考虑 n 的 最 小 质 因数 p. 因为 由 费 马 小 定理 , 2* 二 2(mod p), 所 以 


—1=2" = 2 = 2? (mod p). (18) 


引 理 2 所 说 的 s( 将 nn 改作 p) 是 p 一 1 I 的 公约 数 ,但 的 质 因数 均 大 于 p ,所 以 


必 有 s= 二 1, p=2: 十 1 = 3. 
再 考虑 的 次 小 的 质 因 数 g ,同样 可 得 满足 


2’ 三 一 ](mod g) 


的 .最 小 的 ;是 g 一 1 3 的 公约 数 ，， 的 质 因数 中 只 有 3 比 g 小 ,所 以 ;== 3. 但 2: 十 


1 只 有 一 个 质 因数 3. 矛盾 ! 
本 题 原 为 第 41 届 (2000 年 )IMO 的 试题 ,但 原 题 没有 “n 无 平方 因子 ”这 一 要 求 , 换 
句 话 说 ,允许 n 有 平方 因子 . 那么 满足 条 件 的 n 是否 存在 呢 ” 这 留 给 读者 练习 . 
通过 问题 的 变形 ,可 以 增加 难度 ,也 可 以 降低 难度 . 
试 举 出 一 个 关于 x+, y 的 整 系数 二 次 多 项 式 (x，y) ,使 得 方程 


(a) 有 实数 解 ,没有 整数 解 ; 
(b) 对 任意 自然 数 台 ，F(z，y) 二 0(mod m) 有 整数 解 . 
这 道 例题 就 是 第 13 讲 例 10. 原来 的 题目 是 给 出 f(x，y) ,证 明 它 满足 (a) 、(b). 改 
造成 现在 的 形式 ,困难 增加 不 少 . 
已 知 133 十 110 十 8 十 27 三 15 ,并且 交 在 130 与 170 之 间 , 试 确定 n. 
这 道 例题 比 第 10 讲 例 15 容易 . 经 过 这 样 改造 可 以 充当 初中 乃至 小 学 的 试题 . 当然 
还 可 以 再 增加 条 件 使 问题 变 得 更 简单 . 
有 时 问题 虽然 变更 了 ,原来 的 解法 仍然 适用 ,或 者 只 需要 稍 作 修改 . 这 样 的 变更 , 没 
有 太 大 的 意义 . 有 时 间 题 变更 后 ,解法 有 实质 性 的 变化 ,如 第 1 讲 例 2 改 成 习题 1 第 2 
题 . 再 如 下 面 的 例 11. 
， ”8X 8 的 正方 形 中 任 写 64 个 自然 数 ,然后 施行 如 下 的 操作 : 任 取 一 个 3X3 
或 4 X4 的 子 正方 形 , 将 其 中 每 个 数 加 1. 能 和 否 经 过 若干 次 操作 ,使 每 个 数 成 为 10 的 
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倍数 ? 

这 是 全 苏 数 学 竞赛 的 一 道 试题 . 原来 的 解法 如 下 : 

mod 10. 如 果 恒 可 以 使 每 个 数 变 为 0, 那 么 由 各 数 全 为 0 的 正方 形 数 表 出 发 , 反 过 
来 也 可 以 产生 任意 一 组 数 ( 若 经 过 一 次 操作 , 数 表 A 变 为 B, 则 经 过 9 次 同样 的 操作 ， 
数 表 B 变 为 A). 

3 X 3 的 子 正方 形 有 (8 一 3 十 1): = 6? 二 36 个， 

4X4 的 子 正方 形 有 (8 一 4 十 1): = 5: 二 25 个 ， 
共 36 十 25 = 61 个 . 同一 个 子 正方 形变 更 10 次 又 恢复 原状 ,所 以 经 过 操作 至 多 产生 105 
个 不 同 的 数 表 ( 每 个 子 正方 形变 0, 1, 2,…, 9 次 ). 

然而 ,由 于 表 中 每 个 数 可 为 0, 1, 2, …, 9, 所 以 不 同 的 数 表 有 10” (> 105) 种 . 因 
此 , 必 有 一 种 数 表 不 能 由 全 为 0 的 数 表 产生 . 反 过 来 , 必 有 一 种 数 表 不 能 经 过 变换 使 得 
每 个 数 都 被 10 整除 . 

如 果 将 题 中 的 4X4 改 为 2X2, 那 么 由 于 2 xX2 的 正方 形 有 (8 一 2 十 1)? = 49 个 ， 
而 36 十 49 二 85 > 64, 上 面 的 解法 不 再 适用 . 需要 寻找 新 的 解法 ,这 可 以 参看 第 5 讲 
例 10. 

“处 处 留心 皆 学 问 ”, 有 时 可 以 顺手 持 来 一 些 问题 . 

有 一 次 ,我 看 到 一 种 玩具 ,20 个 木 块 上 分 别 标 有 1l, 2vi 205 围 成 一 个 圆 2 每 4 
个 连续 的 木 块 可 以 颠倒 次 序 , 如 1. 2,， 3, 4 可 以 变 成 4, 3, 2， 1 ,这 称 为 一 次 “颠倒 ” 

如 果木 块 原来 的 顺序 ( 依 顺 时 针 ) 是 


1 20 
能 否 经 过 若干 次 颠倒 变 为 
5，1，2，3，4，6，7，…. 20? 
能 和 否 经 过 若干 次 颠倒 变 为 
Gr 1, 2 By do 5 Ty By or 2007 
如 果 是 19 个 木 块 呢 ? 
这 个 问题 留 给 读者 练习 . 


习 题 50 


1. 在 正 nn 边 形 的 每 个 顶点 上 各 停 有 一 只 喜 静 . 偶 受 惊吓 , 众 喜 蕉 都 飞 去 . 一 段 时 间 后 ， 
它们 又 都 回 到 这 些 顶 点 上 , 仍 是 每 个 顶点 上 一 只 ,但 未 必 都 回 到 原来 的 顶点 . 求 所 
有 的 正 整数 ?使 得 一 定 存 在 3 只 喜 鸥 ， 以 它们 前 后 所 在 顶点 分 别 形成 的 三 角形 或 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


同 为 锐角 三 角形 ,或 同 为 直角 三 角形 ,或 同 为 印 角 三 角形 . 


.能 否 从 {1，2，…，21} 中 选 出 五 个 数 ,使 得 这 五 个 数 中 任意 四 个 数 a, b,c，d 满足 


a 一 b 关 c 一 d(mod 21)? 利用 本 题 结果 来 考虑 习题 43 第 9 题 . 


.一 副 牌 由 n 张 不 同 的 牌 组 成 . 洗 一 次 牌 指 从 某 处 起 连续 取 若 干 张 ,然后 将 它们 重新 


放 进 去 ,但 这 些 取 出 的 牌 保 持原 来 的 顺序 而 且 没 有 翻 过 来 ,需要 通过 若干 次 洗 牌 ， 
将 牌 的 顺序 反 过 来 . 

(a) 证 明 n 二 9 时 , 洗 4 次 就 能 做 到 

(b) 证 明 n 二 52 时 , 洗 26 次 就 能 做 到 , 洗 25 次 不 能 做 到 . 

(c) 考虑 一 般 的 7 


. 若 X,， yy 为 正 整 数 ,使 得 十 光一 工 被 Ty 整除 ,证 明 工 为 完全 立方 . 
.长 为 1 的 梯子 靠 在 竖 直 的 墙 上 ,梯子 上 有 一 档 距 水 平地 面 及 墙 的 距离 均 为 d. 求 出 


梯子 所 靠 地 点 距 地 面 的 高 h( 用 1, d 的 显 式 表达 ). 


。 求 出 所 有 满足 a 十 所 一 ea CQ 一 8 十 5 的 正 整 数 a， pb， es 
， 设 方程 Z" 十 QZ 十 … 十 aiZz 十 ao 一 0 的 系数 都 是 实数 ,并 且 0 一 an < al 二 了 


之 a 去 1. 已 知 和 A 为 此 方程 的 复数 根 ,并 且 | 和 | 三 1. 证 明 X"! 一 1. 


. 在 9X9 的 表格 中 填 入 十 1 或 一 1. 对 任 一 个 方 格 ,将 与 这 方 格 有 公共 边 的 小 格 中 的 


数 相 乘 ,然后 将 每 个 方 格 中 的 数 换 成 与 这 个 方 格 相应 的 积 .是否 总 可 以 通过 有 限 多 
次 这 种 变动 ,将 小 方 格 中 的 数 都 变 为 1? 


. 已 知 整 数 序列 (ao， CI CI2， …} 适 合 条 件 : 


(1 an+l = 3a, 一 3 1 十 0 2， 了 一 23， 

(ii) 2ai 一 ao 十 az 一 2; 

(iii) 对 任意 自然 数 m, 序 列 {ao，a1，as;，…} 中 有 连续 m 项 都 是 平方 数 . 

证 明 (a,) 的 每 一 项 都 是 平方 数 . 

能 否 将 平面 上 的 每 一 点 染 成 红色 或 蓝 色 ,使 得 每 个 边 长 为 1 的 正三 角形 ,三 个 顶点 
不 全 同色 ? 

将 平面 上 的 点 染 上 红色 或 蓝 色 . 如 果 存 在 一 个 (顶点 ) 同 色 的 、 边 长 为 1 的 正三 角 
形 , 证 明 对 任意 形状 的 、 有 一 边 为 1 的 三 角形 ,都 可 以 将 它 在 平面 上 移动 (平移 或 旋 
转 ) ,使 得 三 个 顶点 同色 . 

在 23 X 23 的 方 格 纸 中 ,将 每 个 小 格 填 入 数字 1 一 9 中 的 任意 一 个 ,并 对 所 有 形 如 


中" 十 字 " 图 形 中 的 五 个 数字 来 和 证 明 其 中 必 有 11 个 和 相等 


将 nn 个 学 生 分 成 若干 小 组 (每 组 任意 个 人 ) 的 每 一 种 分 法 称 为 “n 分 拆 ”,n 分 拆 的 种 
数 记 为 a,, 其 中 至 少 有 一 组 只 有 一 个 学 生 的 种 数 记 为 如 .证 明 a, 二 b, 十 bi. 
记 仅 由 数字 1]，3，4 组 成 的 数字 和 为 nn 的 自然 数 的 全 体 为 A,, 仅 由 数字 1，2 组 成 
的 数字 和 为 nn 的 自然 数 的 全 体 为 B,. | A, | 二 a,，| B, | 二 b,. 证 明 ; 
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第 50 讲 谈 谈 命题 


(a) bx = 6b; 十 多- 

(b) 6 = CQz 十 ca 2. 

ECON. = 

人 和 八 ABC, 八 AlBC 的 内 心 分 别 为 T, ,证明 I 一 AlA. 

给 定 a,V2 二 a 二 2. 内 接 于 单位 圆 的 凸 四 边 形 ABCD 适合 以 下 条 件 : 

(i) 圆心 O 在 这 凸 四 边 形 内 部 ; 

(ii) 最 大 边 长 是 wa, 最 小 边 长 是 V4 一 az:. 

过 起 hycBy 如 玉 称 天 作 古 表亲 绍 卫 wa 下 cr 已 师 五 与 已 Ls 二 be Ee 


与 Lbs Lp 与 工 分 别 相交 于 A', B,C D' 四 志 . 求 面积 之 比 : 沽 2ED 的 最 大 值 与 


最 小 值 . 

AABC 的 外 心 为 O 〇 ,内 心 为 1, 旁 心 为 ,J 习 . 证 明和 八 HLJ 的 外 心 KK 与 O,1I 
共 线 ,并 且 QO 与 111,, 1,J;, LT 的 交点 是 这 些 线段 的 中 点 . 

证 明 圆 外 切 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC，BD 的 中 点 瑟 , 下 与 圆心 O 共 线 . 

圆 wi 与 ws 相交 于 点 A、B. PQ 与 RS 是 这 两 个 圆 的 外 公 切 线 ,P、R 在 wl 上 ,Q、S 
在 w 上 .已 知 RB // PQ, 射线 RB 与 ws 的 另 一 个 交点 为 W. 试 求 比值 RB : BW. 
已 知 圆 内 接 四 边 形 ABCD 及 贺 上 一 点 M. M 关于 八 ABC, 八 ABD, 八 ACD， 
人 ABCD 的 西 姆 森 线 分 别 为 1 ，ls，l3， U4( 第 32 讲 例 1). 证 明 M 在 li, Ls, l,l 上 
的 射影 共 线 . 这 直线 称 为 M 关于 四 边 形 ABCD (或 四 个 点 A，B, C, DD) 的 西 姆 
森 线 . 

更 一 般 地 , 设 已 知 圆 内 接 (n 十 1) 边 形 AAA, 及 圆 上 一 点 M，M 关于 其 中 任 n 
个 点 的 西 姆 森 线 为 i，l2，…，, ls+1, 则 MM 在 这 些 线 上 的 射影 共 线 , 这 线 称 为 M 关 
于 这 nn 十 1 个 点 的 西 姆 森 线 ( 西 姆 森 定理 ). 

C, DD 为 AB 的 三 等 分 点 (C 距 A 近 ), 绕 A 旋转 nn/3 后 ,点 BB,'C; DD 成 为 Bi1, CC， 
D1, ABi 交 CiD 于 下 , 巨 在 BiBA 的 平分 线 上 并 且 DE = BD. 证 明 八 CEF 为 正 
三 角形 . 

16 名 拳击 手 参 加 一 拳击 大 赛 . 每 人 每 天 至 多 赛 一 场 ,已 知 拳击 手 力 量 各 不 相同 , 强 
的 胜 弱 的 ,每 天 的 程序 在 前 一 天 晚上 决定 后 不 再 改变 .证 明 可 以 组 织 10 天 的 比赛 ， 
决定 出 选手 的 强 弱 次 序 . 

设 (1 十 并 十 好 十 友 十 寻 )4 一 ao 十 ai 工 十 … 十 aliogt 工 1984. 

(a) 求 系数 a3，as，al3，"…，ai983 的 最 大 公约 数 ; 

(b) 证 明 : 103 一 as 二 10347， 
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综合 习题 


1. 设 R,r 分 别 是 八 ABC 的 外 接 圆 半径 和 内 切 圆 半径 ,R', x 分别 是 八 A'B'C' 的 外 接 
圆 半 径 和 内 切 圆 半径 .证 明 : 若 人 C= LC, Rr = Rr, 则 八 ABC 与 人 A’B'C' 
相似 . 


2. 已 知 A'，B'，C' 分 别 是 AABC 的 外 接 圆 上 不 包含 A, B, C 的 弧 BC , CA ,AB 的 


中 点 ,BC 分 别 与 CA , A'B' 相 交 于 M,N, CA 分 别 与 A4'B’ ,BC 相交 于 P,Q&， 
AB 分 别 与 B'C', CA' 相 交 于 RR，S. 证 明 ; MN = PQ = RS 的 充分 必要 条 件 是 
AAABC 为 等 边 三 角形 . 


3. 设 B,D, C 为 同一 条 直线 上 的 三 点 ,A 为 任 一 点 . 证明; 


(a) AB’? x DC + AC’ x BD— BC x BD x DC = AD’ x BC. 
(b) 设 入 ABC 的 边 长 为 a， 5，c, 重 心 为 G, 则 对 人 ABC 所 在 平面 上 任 一 点 P, 有 


PA?: 十 PB? 十 PC: 一 3PG? 十 寺 (a? 十 Y 十 c). 
(c) 设 O, 晶 , K 分 别 为 人 ABC 的 外 心 , 垂 心 , 九 点 圆 的 圆心 (第 34 讲 例 8) , 则 
GO? = R’ 一 言 (a? 十 Y 十 c*)， 
GH = 000 =dR (a 十 环 十 友 )， 
= 法 2 a 2 2 2 
(de = 二 CO R 36 十 上 十 c). 
其 中 R 为 外 接 圆 半径 . 
(d) 设 工 为 AABC 的 内 心 ,r 为 内 切 圆 半径 ,s 二 六 (xz 十 5 十 c), 则 


GE 一 天 十 奇 (Ca 十 久 十 c) 一 言 . 


(e) 设 降 为 人 ABC 的 (与 A 相对 的 ) 旁 心 ,ri 为 旁 切 圆 OT 的 半径 , 则 
GIf 三才 + 二 (a 十 所 十 c) 一 诗 (s 一 a)?， 


4. 设 人 ABC 的 边 长 为 a,， 2，c, 外 接 圆 半 径 为 尺 , 内 切 圆 半径 为 >， 5 一 于 (2 十 6 十 o)， 


证 明 ; 
(a) i+ei+ca = 5 二 +r 二 4R. 
(b) a 二 二 cc = 2(5: — 4Rr CO—r). 


(c) 心 十 玉 十 避 一 2809 — 6Rr + 3r). 
对 旁 切 圆 考虑 类 似 的 问题 . 


. 证 明 AABC 的 九 点 圆 与 内 切 圆 、 旁 切 圆 均 相 切 . 


6. 圆 夏 和 圆 I; 相交 于 点 M 和 NN. 设 :是 圆 书 和 圆 忆 的 两 条 公 切 线 中 距离 M 较 近 
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16. 


的 那 条 公 切 线 . /与 圆 矿 , 相 切 于 点 A, 与 圆 T 相 切 于 点 B. 设 经 过 点 M 且 与 1 平行 
的 直线 与 圆 还 相交 于 点 C, 与 圆 I 还 相交 于 点 D. 直线 CA 和 DB 相交 于 点 下 ， 
直线 AN 和 CD 相交 于 点 己 , 直 线 BN 和 CD 相交 于 点 Q. 证 明 : EP = EQ. 


设 AH!, BH,, CH: 是 锐角 三 角形 ABC 的 三 条 高 线 ,AABC 的 内 切 圆 与 边 BC， 


C4, AB 分 别 相 切 于 点 T!，T;,，T;. 设 直线 hi ,ls, 4s 分 别 是 直线 HH;，H; Hi， 
于!H; 关于 直线 T,T3 ,TT ,TT 的 对 称 直线 . 证 明 ; /1， ls, 1l; 所 确定 的 三 角 
形 , 其 顶点 都 在 AABC 的 内 切 圆 上 . 


* 已 知 实数 数列 {a,)， (b,}， (pa {d,) 满 足 ai 一 Gn 十 Do， Po 一 如 十 cv， Cn+l 一 Cn 


+ dnsaud = 4d, 二 a,. 并 且 有 某 个 有 宇 1， 7 之]， 使 ck+ 一 Cn Bk-m = b,， CA 一 
《my 2 Es dn. 证 明 Cn 一 b, = dl 3 0. 


. 设 a，p，cy a 十 0 一 ca 十 c 一 5，p 十 c 一 0， 4& 十 0 十 c 是 7 个 两 两 不 同 的 质数 ,日 “， 


b,c 中 有 两 数 之 和 是 800. 设 d 是 这 7 个 质数 中 最 大 数 与 最 小 数 的 差 , 求 4 的 最 大 
可 能 值 . 


设 p 为 质数 ,如 果 存 在 整数 妨 ，…, 5 使 得 Dhsinder =0, Phcos r=0 0. 试 
证 by = b= 二 … 二 b,. 

给 定 一 个 正 整 数 n, n 宇 2, 试 求 出 所 有 的 正 整数 m, 使 得 对 于 满足 条 件 wa so 二 
1 的 任何 一 组 正 实数 ,都 有 下 列 的 不 等 式 a? 十 必 十 … 十 om 之 es 


设 p(x) 是 一 个 实 系数 nn 次 多 项 式 , 并 且 a 三 3 是 实数 ,证 明 : 在 数 | 1 一 p(0) |, |a 
一 了 0 1，| ea 一 加 2) 1，…，| a 一 p(n 十 1) | 中 必 有 一 个 大 于 等 于 1. 

设 角 是 一 个 正 整 数 . 数列 {u,} 定 义 为 : 一 0，Ml 三 1， Bu, 一 Ac 一 1 一 No-27 1 之 2. 
证 明 ;对 每 一 个 整数 ,数码 十 雄 十 … 十 wi 能 被 wi 十 ws 十 … 十 w 整除 . 

设 0 记 四 < 求证 :存在 wu > 0 及 正 整数 (1 去 ;去 办 ， 满足 : 

(CD kin/k(i 二 1，2,…,n 一 1) 是 整数 . 

(Duk; uli= 1, 2, ,nn). 


(iii) ITew， 人 ? ITu. 


已 知 数列 1 {an } 满足 al 一 Q2 一 1], antz 一 Cn+l Ta(n= 1, 2,**)， 试 证 :对 于 任意 
自然 数 n, 有 arccot a, 过 arccot a, i oh arccot an+2， 并 指出 等 号 成 立 的 条 件 . 
(a) 设 实数 c 二 1. 实数 序列 = ，z;,… 对 所 有 nn 宇 1, 满足 1 二 z,, 且 zi 十 … 十 z 


227 


-二 数学 竞赛 研究 教程 


228 


下 7 


18. 


19. 


20. 
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二 已 nN >1); 求证 ;存在 常数 4 泌 ], 使 得 人 这 ,元 汪 1 
(b) 设 正 实数 序列 = ，z; ，… 严 格 增加 , 且 z, 三 a”(n 宇 1), 其 中 a 记 1 是 常数 , 问 : 
是 否 总 存在 常数 c, 使 得 zi 十 … 十 z, 二 cznni 对 所 有 nn 宇 1 成 立 ? 
试 证 明 ; 如 果 方 程 cz 十 azzz 十 … 十 az 一 0 的 系数 都 是 整数 ,并 且 某 些 系数 之 和 
为 0, 那么 无 论 怎 样 将 正 整 数 集 分 为 & 个 部 分 (& 为 任 一 给 定 的 正 整 数 ) ,方程 都 有 
一 组 解 zz ，…，z 它 们 在 同一 个 部 分 中 ( 拉 多 定理 的 充分 性 ). 
一 位 魔术 师 有 100 张 卡片 ,分别 写 有 数字 1 到 100. 他 把 这 100 张 卡片 放 人 三 个 盒 
子 里 ,一 个 盒子 是 红色 的 ,一 个 是 白色 的 ,一 个 是 蓝 色 的 . 每 个 盒子 里 至 少 都 放 人 了 
一 张 卡片 .一 位 观众 从 三 个 盒子 中 挑 出 两 个 ,再 从 这 两 个 盒子 里 各 选取 一 张 卡片 ， 
然后 宣布 这 两 张 卡片 上 的 数字 之 和 . 知道 这 个 和 之 后 ,魔术 师 便 能 够 指出 哪 一 个 是 
没有 从 中 选取 卡片 的 盒子 . 问 共 有 多 少 种 放 卡 片 的 方法 ,使 得 这 个 魔术 总 能 够 成 
功 ? (两 种 方法 被 认为 是 不 同 的 ,如 果 至 少 有 一 张 卡片 被 放 入 不 同 颜 色 的 盒子 ) 
设 n 三 2 为 正 整 数 .开始 时 ,在 一 条 直线 上 有 n 只 跳蚤 , 且 它 们 不 全 在 同一 点 . 对 任 
意 给 定 的 一 个 正 实数 ,可 以 定义 如 下 的 一 种 “移动 ”: 
(i) 选取 任意 两 只 跳 重 , 设 它们 分 别 位 于 点 A 和 B, 晶 A 位 于 B 的 左边 ; 


(ii) 令 位 于 点 A 的 跳蚤 跳 到 该 直线 上 位 于 点 B 右边 的 点 C, 使 得 4 一 ). 


试 确定 所 有 可 能 的 正 实数 4, 使 得 对 于 直线 上 任意 给 定 的 点 M 以 及 这 nn 只 跳 重 的 
任意 初始 位 置 , 总 能 够 经 过 有 限 多 个 移动 之 后 令 所 有 的 跳 重 都 位 于 M 的 右边 . 

设 集合 S 是 由 1 及 仅 以 2, 3 为 素 因 子 的 正 整 数 构成 的 集合 , 即 S = {1, 2, 3, 4, 6， 
8, 9，12, 16, 18, …}, 求证 :对 每 一 个 正 整数 n, 存 在 若干 个 不 同 的 S 中 的 数 a， 
ay Qs 使 a 十 a 十 … 十 ax = 二 n, 且 对 任意 1 三 i, jj 三 有 ,有 a 不 能 被 a 整除 . 
设 M={((Cz，y) | xz, yy 是 整数 }, 定义 M 到 M 的 映射 f;(1 三 i 三 4) 为 


fi(a, bp) (a Ds b),， Fatas p) pn (a—b, p)， 
fsla, b) = (a, b+a), fila, b) = (a, b—a)., 


如 果 M 到 M 的 一 个 映射 能 够 表示 成 若干 个 f; 的 复合 , 则 称 其 为 “加 减 变换 ” 

(a) 对 任意 整数 a, ,是否 总 存在 “加 减 变换 ”C, 使 得 G(a, 2) =(b, a)? 

(b) 是 否 存 在 “加 减 变换 ”里 ,使 得 万 (1, 5) = (5, 1), H(19, 99) 一 (99, 19)? 

n 张 编 号 为 1，2,，…, n(n 宇 3) 的 卡片 , 自 上 至 下 连 成 一 堆 , 从 中 抽出 相连 的 若干 
张 ,不 改变 它们 的 顺序 ,整体 地 插 回 堆 中 的 任何 位 置 ( 包 括 最 上 面 及 最 下 面 ), 这 样 叫 
做 一 次 “抽动 ”, 求 使 这 堆 卡 片 反 序 , 即 成 为 n, n 一 1,…, 2, 1 所 需 的 最 少 抽动 次 数 . 
n 个 连续 自然 数 满足 条 件 :第 1 个 的 数字 和 被 1 整除 ,第 2 个 的 数字 和 被 2 整 
除 ,…, 第 nn 个 的 数字 和 被 n 整除 . 求 n 的 最 大 值 . 

强盗 甲乙 分 抢 来 的 100 个 金币 . 分 法 如 下 :每 次 由 甲 取 一 把 金币 ,并 如 实说 出 是 多 


25. 
26. 


27. 


28. 


29. 


34. 


少 个 ,然后 由 乙 决 定 这 一 把 归 谁 ,这 样 继续 下 去 ,直到 有 一 个 人 得 9 次 (或 分 完 ) 为 

止 , 剩 余 的 全 部 归 男 一 个 人 . 问 强盗 甲 最 多 可 以 保证 得 到 多 少 个 金币 ? 

在 5X5 的 棋盘 上 ,最 多 可 放 多 少 个 马 , 使 得 每 个 马 恰好 可 以 吃 到 男 两 个 马 ? 

(a) 是 否 存 在 一 个 无 穷 的 实数 数列 ,使 得 任 10 个 连续 项 的 和 为 正 数 , 且 对 于 每 个 正 
整数 ”前 10n 十 1 个 连续 项 的 和 为 负 ? 

(b) 是 否 存 在 一 个 无 穷 的 整数 数列 ,使 得 任 10 个 连续 项 的 和 为 正 数 , 且 对 于 每 个 
正 整数 n, 前 10n 十 1 个 连续 项 的 和 为 负 ? 

有 nn 个 夸 码 ,质量 分 别 是 1，2，…, n 克 , 将 它们 分 成 两 组 放 在 天 平 两 边 , 达 到 平 

衡 . 对 任 一 种 平衡 的 分 组 ,设法 从 两 边 各 去 掉 两 个 夸 码 , 而 不 影响 平衡 . 

(a) 求证 当 = 二 100 时 ,一 定 能 成 功 . 

(b) 是 否 对 所 有 的 n 三 4, 都 一 定 能 成 功 ? 如 果 有 不 一 定 能 成 功 的 ”将 它们 全 部 
找 出 来 . 

2"™1(n 宇 3) 个 由 0, 1 组 成 的 长 度 为 n 的 数列 各 不 相同 , 且 满 足下 列 条 件 : 对 其 中 

的 任意 三 个 数列 ,存在 p 使 得 这 三 个 数列 的 第 p 项 都 为 1. 求证 :存在 使 这 2” 

个 数列 的 第 项 都 为 1. 

设 质数 依从 小 到 大 的 顺序 排列 为 pl 二 2，z 二 3, ps 二 5，*…，, x(n) 表 示 不 超过 

的 质数 个 数 . 试 证 明 : 在 nn 二 4 时， 


Ca i wn 


log277 


a 
logsn 


(b) Tnlogen 一 p, = 2nlogsn. 


. 证 明 : 对 任意 正 整数 &, 存 在 正 偶 数 c, 使 得 方程 p 一 p = c 至 少 有 上 组 质数 解 


(p, p'). 

;是否 对 任意 正 整 数 n, 都 可 以 找到 一 个 整数 数列 ca ，as,，…，a, ,对 于 它 至 少 有 两 个 
下 整数 d,， d ,使 得 ai 十 dy az 十 dy **,an+dR 有 ai 十 d ， 人 2 +d'， “sy dn +d’ 都 
是 质数 . 


. 确定 是 否 存 在 满足 下 列 条 件 的 正 整数 n:n 恰好 能 够 被 2 000 个 互 不 相同 的 质数 整 


除 , 且 2 十 1 能够 被 整除 . 


. 对 整数 的 有 限 集 A, 定 义 


A+A= {a+bla,bEA},A—A= {a—bla,bE€A) 
(a,b 可 以 相同 ). 证 明 或 推翻 下 面 的 结论 : 
1 洽 一 疙 上 宇 | 及 十 起 | 
设 p 为 奇 质数 ,a, 5b, c,d 为 整数 ,昌都 不 是 p 的 倍数 ,使 得 对 任意 不 被 p 整除 的 整数 x， 


区 人 上 * 信 片 保 ]= 
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35. 


36. 


Si 
38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


都 成 立 . 证 明 数 a 十 5, a 十 c, a 十 d, 8 十 c, 5 十 d, c 十 d 中 必 有 两 个 数 为 bp 的 倍数 . 
这 里 {x} = x 一 [x|]. 

给 定 自 然 数 上 和 7 ,它们 的 差 大 于 1. 现 知 4kn 十 1 可 被 & 十 n 整除 .证明 数 2n 一 1 与 
数 2k 十 1 有 大 于 1 的 公约 数 . 

求 整数 nn 可 以 表示 为 形式 n = a 十 态 十 一 3abc (a, b,c EZ) 的 充分 必要 条 件 . 
求证 :对 任意 整数 wa, 5, c, 存 在 正 整数 n, 使 得 Vm 十 an? 十 bm 十 c 不 是 整数 . 

求 使 等 式 


na 


HCD] =0 


成 立 的 正 整 数 对 (m,n) 所 应 满足 的 充分 必要 条 件 . 
设 g, /为 自然 数 ,将 自然 数 集 N 分 拆 为 g 个 集 B,，B;,…，B,. 证 明 一 定 存在 /个 
自然 数 zi 三 zz 三 … 三 x 及 无 穷 多 个 自然 数 t1 二 ts 二 4 二 …，, 使 得 所 有 的 PCzi， 
Zz2，… ,XZ1) 十 (j= 二 1，2,，…) 都 在 某 一 个 集合 Bi(kE€ (1, 2,…, gq}) 中 ,其 中 卫 
Ci Xi) 表示 由 Tiv X29 “和 i 中 取 一 项 或 几 项 所 作成 的 和 (2 有 
某国 有 16 个 城市 . 国王 想 建立 一 个 公路 系统 ,使 得 从 任 一 城市 到 其 他 的 任 一 城市 
中 间 至 多 经 过 一 个 城市 ,并 且 从 任 一 城市 至 多 引出 条 路 , 求 & 的 可 能 值 . 
某 乒 乓 球 俱乐部 组 织 交流 活动 ,安排 符合 以 下 规则 的 双打 赛程 表 , 规 则 为 : 
(i) 每 名 参加 者 至 多 属于 两 个 对 子 . 
(ii) 任意 两 个 不 同 对 子 之 间 至 多 进行 一 次 双打 . 
(iii) 凡 表 中 同属 一 对 的 两 人 不 在 任何 双打 中 作为 对 手相 遇 . 
统计 各 人 参加 的 双打 次 数 ,约定 将 所 有 不 同 的 次 数组 成 的 集合 称 为 赛 次 集 ” 给 定 
由 不 同 的 正 整数 组 成 的 集合 M = {a ,az ，…,， aw}, 其 中 每 个 数 都 能 被 6 整除 . 试 
问 最 少 有 多 少 人 参加 活动 , 才 可 以 安排 符合 上 述 规则 的 赛程 表 , 使 得 相应 的 赛 次 集 
恰好 为 M? 
将 n 枚 棋子 , 按 任 意 方式 分 成 若干 堆 . 设 & 为 堆 数 ,各 堆 棋 子 数 为 
1 之 12 之 … 之 社 ， 

现 进行 下 面 的 操作 A: 从 每 堆 棋子 中 各 取出 一 枚 棋子 ,组 成 一 新 堆 . 证明 当 且 仅 当 
8n 十 1 为 平方 数 时 ,不 论 最 初 的 棋子 如 何 分 堆 , 经 过 若干 次 操作 后 ,最 终 得 到 = 
方 (Bn 十 1 一 1) 堆 棋子 ,并 且 各 堆 棋 子 数 为 

fs SS 


证 明 对 任意 整数 n, 存 在 一 个 唯一 的 多 项 式 Q, 系数 € (0, 1,…, 9}, Q( 一 2) 二 
Q(—5)=n. 
确定 所 有 的 函数 f:R 一 R, 其 中 R 是 实数 集 ,使 得 对 任意 zx,，y € R, 恒 有 


45. 


40. 


47. 


48. 


49. 


S0. 


天 一 FWY= FFD EA 
成 立 . 
设 n 是 一 个 大 于 1 的 自然 数 . 考虑 一 块 有 Xn 的 正方 板 , 它 被 分 成 ni 个 单位 正方 格 . 
板 上 两 个 不 同 的 正方 格 如 果 有 一 条 公共 边 , 就 称 它们 为 相 邻 的 . 将 板 上 N 个 单位 
正方 格 作 上 标记 ,使 得 板 上 的 任意 正方 格 ( 作 上 标记 的 或 者 没有 作 上 标记 的 ) 都 与 
至 少 一 个 作 上 标记 的 正方 格 相 邻 . 试 确定 N 的 最 小 值 . 
如 图 , 先 写 两 个 1, 然 后 在 每 一 层 的 两 个 数 之 间 插 人 这 两 个 数 的 和 得 下 一 层 . 问 第 ” 
层 有 多 少 个 nn 出现? 


和 
上 在 入 本 天 汪汪 于 


和 


设 U = (1, 2,…, n}, nn 宇 2, S 为 U 的 一 个 子 集 . 如 果 一 个 不 在 S 中 的 元 素 出 现 
在 U 的 元 素 的 一 个 排列 中 的 某 处 ,来 在 S 的 两 个 元 素 之 间 , 那 么 S 就 称 为 被 U 的 元 
素 的 一 个 排列 分 开 . 例如 13542 分 开 {123} ,而 不 分 开 {345). 证 明 对 UU 的 任意 n 一 2 
个 子 集 , 每 个 至 少 含 2 个 元 ,至 多 含 n 一 1 个 元 , 必 有 UU 的 元 素 的 一 个 排列 ,分 开 所 有 
这 7 一 2 个 子 集 . 

n 是 大 于 2 的 整数 .一 个 正 整 数 称 为 可 以 达到 的 ,是 指 它 是 1 或 者 是 由 1 经 过 一 系 
列 具有 下 列 性 质 的 运算 得 到 : 

(i) 第 一 个 运算 是 加 法 或 乘法 ; 

(ii) 此 后 ,加 法 与 乘法 交错 实行 ; 

(Ciii) 在 每 次 加 法 ,可 以 独立 地 选择 加 2 或 加 m; 

(iv) 在 每 次 乘法 ,可 以 独立 地 选择 乘 2 或 乘 

不 能 这 样 得 到 的 正 整 数 , 称 为 不 可 到 达 的 . 

(a) 证 明 : 如 果 n 三 9, 有 无 穷 多 个 不 可 到 达 的 正 整数 . 

(b) 证 明 : 如 果 n 二 3, 除去 7, 所 有 正 整 数 都 是 可 以 达到 的 . 

已 知 一 个 矩形 数 阵 ,每 一 行 与 每 一 列 所 有 数 的 和 都 是 整数 ,证 明 数 阵 中 每 一 个 非 整 
数 工 可 以 换 成 Tt 或 | 工 | ,使 得 每 一 行 与 每 一 列 的 和 保持 不 变 . 

已 给 正 整数 d 及 整数 ai 人 az， 证 明 存 在 非 空 集 M 所 {1， 2 d}) ,满足 


a| 3 (1) 
iEM 
tora di (2) 


二 


iEM 
其 中 (a;, d) 表 示 w 与 4 的 最 大 公约 数 . 
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习题 担 示 与 解答 


习 是 25 

1. 设 n 个 元 中 有 j 对 zx, yy 满足 f(x) = y, f(y) = 工 工 天 >y) ,其余 的 满足 f(x) = x. 选 y 对 的 方法 
有 Cs? 种 ,配对 方法 有 (27 一 1)11( 例 1) 种 ,所 以 f 的 个 数 为 1 十 Dc 2 —1)11. 

2 Ct 

3. (11，12，…，43} 中 有 17 个 奇数 ,16 个 偶数 . 所 选 两 个 数 或 者 全 是 奇数 ,或 者 全 是 偶数 . 共有 Ci 十 
Ci 一 16? 一 256 种 选 法 . 

4. CTE. 

5. 第 一 个 有 mn 种 取 法 ,第 二 个 有 Cm 一 1)(n 一 1) 种 取 法 ,不 考虑 它们 的 顺序 ,所 以 共有 六 mma (mn 一 
1)(n 一 1) 种 取 法 . 

6. 在 允许 两 个 数 相等 时 ,j 可 与 大 于 一 的 任 一 个 数 搭配 , 有 2 1 = >- 种 取 法 . 不 允许 两 个 


数 相等 时 , 需 从 上 式 减 去 | "+ | 


7，z 十 mm 十 妈 十 ! 十 允 十 2 十 1 个 区 域 . 
8. 车 a8 与 QI ”9 C9 均 不 相同 , 则 在 ab 选 定 后 ,ai » ***» CQ9 各 有 R= 种 选择 . 所 以 这 种 序列 有 
(k 一 1)? 。 台 ?种 ,答案 为 如 一 大? (一 1)?. 
和 Cg 
10. 用 “ 吃 掉 ” 的 方法 . 答案 为 CF-p. 
11. 吉祥 即 2n 根 线 围 成 圆圈 的 方法 ,由 圆周 排列 公式 共 (2n 一 1)1 种 .或 由 例 1, 上 端 有 (2n 一 1)!1! 种 
连 法 ,在 上 端 连 好 后 成 为 n 根 线 , 排 成 圆周 有 -(n 一 1) ! 种 方法 ,每 根 线 的 首尾 可 以 调换 ,因此 共有 
(2n 一 11 Xn 一 1])1X2"1 = (2n 一 1)11X (2n 一 2)11 == (2n 一 1)1 种 ;在 上 端 连 好 后 ,下 端 两 
两 连结 的 方法 有 (2n 一 1)1! 种 因此 ,概率 为 22 一 11， 
12. 从 40 个 数 中 选 31 个 有 CS 种 方法 ,其 中 最 大 的 是 ail ,次 大 的 是 20, 其 余 29 个 有 291 种 排 法 . 剩 
下 的 9 个 数 有 9! 种 排 法 . 所 以 {a,} 共 有 C3 X 291 x 91 个. 
13. 设 正 面 出 现 旭 ， law ***s 6 次 , 则 {ti， Ck， ti } C {ls 2 | n), 且 人 , 请 } 中 无 连续 整数 ,由 例 


8, 有 利 机 会 共 F, 个 ,概率 为 吧 . 
14. 其 中 不 含 n 的 , 共 Fl 一 wz 种 , 含 n 的 , 共 下 -3 一 un 种 . 因此 选 法 有 Wz Tin 一 Untl 种 . 


习题 提示 与 解答 


习 十 26 


1. 设 有 a 个 “ 尖 向 上 ”的 正三 角形 ,6b, 个“ 尖 向 下 ”的 正三 角形 , 则 有 递 推 关系 w 二 a_i 十 Cr b, 一 
Oni 十 Cn 二 Os 二 Cis 十 …， 并 且 am 一 1， 本 4， pi 一 0， 2 一 1. 所 以 a， (Sa p, = bi 


+[ 五 ]= 下 i 


工 | 于 1 | 这 是 (38) 的 特殊 情况 ( = 0). 


2. 首先 从 X 中 选 k 个 元 组 成 f(z) ,它们 是 了 的 不 动 元 . 从 其 余 nn 一 & 个 元 到 jz) 的 映射 是 单 射 ( 因 
为 GD). 所 以 的 个 数 为 Cs， Pim. 

3. 三 角形 共 n 一 2 个 ,所 以 必 有 两 个 三 角形 各 有 两 条 边 是 原 多 边 形 的 邻 边 . 选 定 多 边 形 的 一 个 顶点 
A, ,组 成 和 人 4- AAH1 对 于 AIA- ? 另 一 个 以 它 为 边 的 三 角形 有 两 种 可 能 : 人 A 人 4- AH Ar+z 或 
A4-A_A-. 这 样 逐 步 将 原 多 边 形 剖 分 ,每 次 两 种 可 能 ,直至 多 边 形 只 剩 下 一 个 顶点 ,最 后 一 个 
三 角形 含有 这 点 的 两 条 邻 边 . 于 是 ,由 于 A 有 种 选择 ,并 且 每 两 种 选择 可 以 导出 同一 种 剖 分 ,所 
求 分 法 共 nX2"(n 宇 4) 种 .2 三 3 时 只 有 一 种 分 法 . 

4. 设 个 数 为 f(r, nn). 将 每 个 合乎 要 求 的 数组 中 等 于 的 数 删 去 . 若 n 的 个 数 为 r 一 k, 则 得 到 的 是 
元 数组 ,并且 其 中 至 多 有 i 一 1 个 数 小 于 等 于 i. 删 去 的 数 原来 的 位 置 有 Cr* 种 ,所 以 f(r, n) = 


SGCk,n 一 1). 由 这 递 推 关系 及 归纳 法 易 得 f(r, nn) = (n 一 站! 


5. 将 点 (i 一 1, f(i 一 1)), (i,，f(2)) 用 折线 连结 起 来 ,折线 由 一 段 水 平 线段 、f(2) 一 f(i 一 1) 段 竖 直 
线段 组 成 ,每 段 长 为 1, 先 沿 水 平 线段 到 (i，f(i 一 1)), 再 沿 竖 直 线段 上 升 至 (i, f(D)) (i 二 2, 3,…， 
n). 最 后 ,将 (n，f(n)) 与 (n, nn) 连结 起 来 . 这 种 折线 在 直线 > 一 工 的 下 方 , 自 (1, 1) 开 始 ,逐步 上 升 ， 
直至 (n, n). 在 整个 过 程 中 ,水 平 线段 的 和 始终 不 小 于 竖 直 线段 的 和 . f 与 这 种 折线 一 一 对 应 ,而 折 
线 又 与 例 9 中 的 有 序数 组 (x ，z ，… ,zz ) 一 一 对 应 ( 记 每 条 长 为 1 的 水 平 线段 为 十 1, 竖 直线 段 
为 一 1 ,折线 便 化 为 有 序数 组 ). 因此 f 的 个 数 为 C,. 

6， 可 今 x 二 arl 一 a;， 化 为 例 9. 答案 为 G,. 

7. 将 凸 n 十 1 边 形 的 边 顺 次 标 为 bi， bo ，…, 名 ,最 后 一 条 边 记 为 0. 对 于 每 一 种 前 分 , 设 对 角 线 /将 多 
边 形 分 为 两 个 部 分 ,不 含 0 的 那 部 分 中 有 边 5 ,6b 与 1 有 公共 点 ,我 们 就 在 bh 如 …b 中 添 一 个 从 忆 
到 b; 的 括号 , 共 添 n 一 2 个 括号 . 这 是 一 个 一 一 对 应 . 

8. 将 例 8 中 对 hb。…b,ii 添加 插 号 后 得 到 的 乘积 作 如 下 处 理 :“(” 变 为 十 1, 轴 ，…，,b, 变 为 一 1 ,去掉 
所 有 的 “)” 及 bi，, 在 最 左面 添 一 个 十 1( 作 为 x1), 这 就 产生 例 9 中 的 一 个 有 序数 组 . 这 是 一 个 一 一 
对 应 , 

9. 在 Pi 已 经 确定 后 ,将 其 中 任 两 个 集合 并 成 一 个 就 产生 出 小 于 Pi 的 Pi ,因此 PE 有 Ci 种 . 从 


TT (nm1)In! 

而 链 数 为 ee a 
10. 第 一 个 点 可 以 取 Ali. 在 n= 2k 时 ,第 二 点 可 在 A, 一 A 中 选择 , 设 为 A, 则 第 三 点 在 Au 一 
Akw-t 中 选择 .共有 > )(A 一 2) 一 序 人 一 D) 人 一 2) 种 ,但 其 中 每 个 不 等 边 三 角形 出 现 6 次 ,每 个 
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等 腰 而 不 等 边 的 三 角形 出 现 3 次 ， pe 三 角形 ( 仅 在 31n 时 才 有 ) 仅 出 现 1 次 . 等 腰 三 角形 的 第 二 
个 顶点 A ,满足 二 人 二 下 二 | 至] 个 .在 一 中 一 1 时 ,上 面 的 十 ( 


一 De 一 2) 应 改 为 却 k(k 一 D). 于 是 ,在 = 欢 时 ,所 求 个 数 为 | 每 |, 天 3(mod6); 或 | 所] 


上 三 3(mod 6). 在 n= 24 一 1 时 ,所 求 个 数 为 [各 4 二 区 |， 二 0, 1, 3, 4(mod 6); 或 | 和 | 
k 汪 2,， 5(mod 6). 


11. 仿 第 10 题解 . 


on wh 


习 蚌 27 


. 左边 二 Cr > Cs = 右边 
， 设 这 和 为 cv, , 则 aa a -st = 0, 而 ci， C2， Ua 分 别 为 0， rn Rs 


Cm 一 0 = 二 一 OG,， 依 此 类 推 即 得 结论 . 
CG 是 的 m 次 多 项 式 , 由 例 9 即 得 . 


.DCT = nr DC zx) = nz. 
: 考虑 从 名 男生 、g 名 女生 中 选 出 m 名 学 生 自治 会 代表 的 选 法 . 在 女生 代表 为 上 名 的 条 件 下 有 


CC 种 选 法 . 


“a= OHQ— DOG = DO DA = Dn =ga, 从 而 a = 


oo = DC = Ch. 


. 右边 一 yr'e 2cyo= (DC 1yCGi ) 了 (i), 由 第 4 题 ,其 中 内 和 为 0, 除 


非 i =n. 因此 上 式 = (—1)"(—1)"f(n) = f(n). 


四 设 a 三 Se, 则 ao 一 Cn 一 一 CC0O 一 ly Ql = ds 因此 a， = I kg 0， = 一， 一 ]， OQ3 


根本 wesa0 1 2, 3,，4，5(mod 6) 而 定 . 


对 “山王 28 


. (1 十 z)(1 十 z 一 (1 十 xz) 中 的 系数 ， 
. 在 上 题 中 取 上 = mn， ss 一 2 一 1, m = n 一 1 即 得 (注意 Ct = Cet)， 
即 ( 民 十 x)"(1 一 xz)" = 二 (一 xz)" 中 x" 的 系数 . 当 n 为 奇数 时 , 值 为 0; 当 为 偶数 时 , 值 为 


(— 1)2 C2. 


.考察 (十 XZ) = 二 (1 一 式 ) 吕 (1 一 xz) 下 ! 中 的 系数 . 
. 考察 (1 一 荆 (1 一"! 中 忆 的 系数 .这 函数 即 (1 十 x" (1 一 xz)7 ,因此 x 的 系数 等 于 VCt = >. 


习题 提示 与 解答 


6，> (2 一 zt 夫 中 z 的 系数 为 等 式 左边 的 两 倍 . 另 一 方面 ,这 函数 = (2 一 zx) 下 > (2r—r)* = 
k=0 k=0 
a 1 (2 et > hi hs oh © ht 0M ep 
(2.— 2) 和 , 只 需求 “一 RE | Zz)* “中 之 的 
系数 . xz" 仅 在 前 两 项 (1 一 z) 一 ,CC1 一 xz 中 出 现 ,并 且 系数 均 为 m 十 1. 
7. yO Gp = (1): (全 7) 
太 二 0 k=0 


s=0 


gq。 Sa LY mp SQ pq 
;=D h=0 pp 


> p3Le prq 一 1 一 ie tk, 
s=0 


k= 
8. 考虑 (1 一 Zz)"(1 一 xz)™ = (1 一 z)"" 中 x* 的 系数 . 
9. 考虑 (1 一 z) 一 (1 一 了 ) 辣 一 (1 一 z)-” 中 zz! 的 系数 ， 
10. 考 钻 /一 2 和 (1 一 ZT) 和 = 二 (1 一 Zz 和 一 中 Te 一 的 系数 
11. 左边 二 (一 2 下 (一 2 中 天 二 wr 的 系数 ,右边 二 (一 zt 中 必 的 系数 . 
12. 原 式 ~ i 3 Fznrz. 


习 题 29 


1. 每 一 个 等 式 都 是 四 边 形 有 内 切 圆 的 充分 必要 条 件 . 
2. 设 DD 在 BC 上 的 射影 为 M. 人 ABD = DBC, 所 以 它们 的 余 角 ADB = /AED,AE = AD = 
DM ,四边形 AEMD 为 菱形 , AD_ZEM_ZCF. 


3. 必要 性 ; 人 AFE = /ACB, /QA4B = 90* 一 “AhACB, OA | EF. Swve 三 去 R Er. 


充分 性 ;由 面积 关系 得 QA | EF, OB | FD, OC | DE. EF, FD, DE 分 别 与 垂 足 三 角形 的 三 边 
平行 ,从 而 和信 DEF 必 与 垂 足 三 角形 重合 . 

4. 在 FB 上 取 DD 使 FD = AF. 延长 ED 交 外 接 圆 于 G. 人 BGD = 了 BAB 三 EDA = /BDG, 所 以 
BG = BD. /GEA = 180°—2/EAD = /BAC, AG = BC, BO = AC. i AC = BG = BD 
= AB 一 2AF. 


2 2 2 
S$。、BA 一 (4 = ot, 在 一 二 0 导出 (c 一 耻 (6 一 a)(c 一 a)(a 半 6 十 c) 一 0. 


a 


6. 设 直线 DY 交 PA 于 V,CX 交 PB 于 U. 好 = 好 ,六 YA 相 乘 得 全 和 二 1, 即 3 一 


YD 
yV: 从 而 P,， X,Y 共 线 . 


7. 由 于 AC' 和 AC, 所 以 AA',， CC 的 交点 O 是 它们 的 中 点 . 整个 图 形 关于 O 中 心 对 称 . UX，YV， 
WZ 均 过 O 且 被 O 平分 . 

8. 设 O 为 AABC 的 外 心 ,I 为 人 ABC 的 内 心 , 则 人 QAC = LBAH, 所 以 人 AIO 多 人 AIL, 氏 = 
JO. 从 而 工 为 ALMN 的 外 心 , 人 LMN 的 外 接 圆 半径 IO = VR 一 2Rr. O 在 这 圆 上 ,所 以 
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AMLN = /MON = 360" 一 BOC 一 BOM 一 CON = 360" 一 2 一 BAC 一 (WLM) 
(80 一 人 SC ) = BLABC + LACB). ZIMN = 计 (LBAC + LACB), LINM = 


记 (LBAC + LABC). 


. 在 4A, B,C, DD 处 分 别 放 质量 X，1, jy, AMP, 则 O 为 质心 . 


习 是 30 


. 设 人 EAD, 八 FCD 的 外 接 圆 相交 于 G(G 关 DD), 则 LQGE =-Q2D 十 一 DGE = DFC 二 BAF 


二 x 一 ABC, 所 以 AEBC 的 外 接 圆 过 G. 同 理 人 FAB 的 外 接 圆 过 GG. 


. OO WO; ( 均 与 AC 垂直 ), OO // OO;, 所 以 OO 与 OO, 的 交点 G 是 OzO, 的 中 点 . 


LOPB = 90°— LPCB = 90" 一 人 PDA, 所 以 OP | AD, OP / O00;. 同 理 O,P/ O00;, 所 以 
OP 过 O:O, 的 中 点 G. 


. 在 BF 上 取 G 使 BG = AF. 八 BGD 纺 八 AFC,，, 从 而 DG = CF,， 人 LEDF = /EBF = 人 ACF = 


LBDG, LGDF = /BDE = /BED = /BFD, GF = GD = (CF. 


， 如 图 , 设 @O 与 外 接 圆 内 切 ,AO 交 外 接 圆 于 M. TI 在 4AO 上 并 且 OP? = OI，QA. 设 OT 交 外 接 圆 


于 R, 则 TR 是 直径 , TO。，OR = OM， Q4. 与 上 式 相 加 (OP = OT) 得 OP .TIR=M .QQ4A, 设 过 
M 的 直径 为 MN , 易 知 和 BMN o 人 POA, OP . MN = BM， Q4. 从 而 MI = BM. 由 此 可 得 IB 
平分 “ABC, IT 为 AAABC 的 内 心 . 当 @O 与 外 接 圆 外 切 时 ,I 为 旁 心 , 证 法 类 似 . 


. 如 图 ,ACML = BAC = 人 BNK = /BMK,，, /KOC = 2 人 KAC = 2 CML = 人 CML 十 


人 BMK, 从 而 K，O, C,，M 四 点 共 圆 ， 人 OMK = LOCK = LOKC = 人 OMC, 人 BMO = 
LBMK + ZOMK = 90.. 


. 即 上 题 . 
. 设 直 线 PQ 交 @O 于 P'(P' 关 PP), 交 OO 于 Q(Q 关 3, 交 EF 于 K. KP。KP 一 KE。KF 一 


KQ. KQ’, 从 而 KP .QP' = KQ . PQ’', KP = KQ SQP’ = PQ'SQP’. PQ = PQ .PQS 
PC .PD = QA…QB. 设 AB 与 CD 相交 于 O, OA, OB, OC, OD, OP, OQ 分 别 为 a, b, c,d，, p， 
gq; 则 (Cc 一 p)(p—d) = (g 一 a) (6 一 q) 名 pl(c+d) = 二 g(a 十 b) (因为 户 = 二 ,二 dd) 时 ab (c+d)? 
= ad(at+)’SOac ~— hd)(ad —t) = 09ac = MOBC / AD. 


习题 提示 与 解答 


Ek AQ; _ Samam ， 本 和 3 
8. 40 QAmz = (1—d)(1+d), DA Se， 所 以 AQ， JI GQ~—a*). 


9. (a) /O00,0, = 180' 一 方 (ZBAD+ 人 LCDA)， 0 ne 180"— 让 (LABC+ LBCD). (be 
1 
让 全 TED 
ra 


10. 设 人 ADP 的 外 接 圆 交 PQ 于 N, 则 QN .QP = QD .Q4 = 有 FF. 从 而 PQ = Vai 十 区. 

11. 在 上 题 中 QN .QP = QD: QA=g 一 R*, 从 而 PR= Vp 二 9 一 2R:, QM = V9 十 m 一 2R’， 
= Vf +m —2R. 

12. OP? 一 OQ: = PM? 一 QM: , 所 以 O 在 PQ 的 高 上 . 


13. 设 A, B,C 三 点 共 线 ,M 为 线 外 一 点 . 由 角 的 关系 易 知人 MAB, AMBC, 八 MCA 的 外 心 与 M 共 
圆 , 利 用 上 述 结论 及 第 1 题 ( 取 M 为 四 个 圆 的 公共 点 ) 即 得 . 


习题 31 


1. 因为 BC 是 切线 ,所 以 人 BA1Q = 人 A1B1Q. 因为 PR // BC, 所 以 ABA1Q = 一 AIAR. 因此 
A1BIQ= AAR, A, Q, B11, R 四 点 共 圆 . 同 理 ,A， Qs Cis PP 共 圆 . 于 是 
LPQR = LPQAT+AAQR =PCIA+AABR= BCA 十 AiBIC= “CQ4 十 了 AQB， 


KE 
LN 


(第 1 题 ) (第 2 题 ) 


2. 延长 AD 到 下 ,使 DF = AD, 则 人 入 DCF ~ 八 BCA. 设 CF 中 点 为 M, 则 对 应 角 人 AEB = /DMEF. 


由 DM // AC, DE // FC, LAED = /LACF = DMF = /LAEB. 所 以 AE 平分 /BED; 好 = 


ED 
PB 
PD: 


3. 过 已 作 @O、@O 的 公 切 线 BT MBA = TBA 一 /TBM = WA 二 AABN. 所 
’ MB _ MA MC _ 
以 AB 平分 MBN, 一 一 NB ~ AN: 同 理 AC 平 分 MCN, 一 = NE = 给. 由 第 2 题 ,DA 平分 BDC. 


XX LBAC = AABN+AACN+/ZBNC = 去 (LZMBN + 人 LMCN)+ LBNC = 90° 二 和 人 BNC 


= 90° 十 方 作 BDC (在 上 题 中 , LBCD = LBCA + LACD = LDCF + LACD = LACF = 
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7. 人 GPD == 人 GDP = 人 BAP 一 90" 一 /APK, 所 以 G,P, K 在 一 条 直线 
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超人 BED). 所 以 A 是 入 BDC 的 内 心 . 


N A 
(第 3 题 ) (第 4 题 ) (第 5 题 ) 


4. 设 Q 在 AB, AC 上 的 射影 为 E’, F', 则 DE’ = FG = OQcosB. EF = FFD-+FG= EE’-+FF’'= 
2EE’ = 2PQsin B. 


5. 在 AB, AD 边 上 向 外 作 AAKBco ACDA, AADM cp ACAB, 则 AK = 此 ,AM = a, 总 二 = 


DM = 4. 并 有 LKBD+ LMDB = LCAD+ LABD+ LBDA + LCAB = 180*, 所 以 KB 7 


m 


DM, 四 边 形 KBDM 是 平行 四 边 形 , KM = n. 在 八 AKM 中 ,由 余弦 定理 得 吧 = CE ] 生 ( 包 ) 


mi 
一 6 ) (名 )cos(A+ OC). 本 题 是 布 瑞 须 赖 德尔 (Bretschneider，1808 一 1878) 发 现 的 “四 边 形 的 
余弦 定理 ” 由 它 立 即 导出 托 勒 密 定理 (习题 34 第 3 题 ). 

6. P，K，A, NN 四 点 共 圆 ,所 以 PKN = /PAN. 同 理 /LKP = 
人 LBP. 又 人 PAN = LLBP,，, 所 以 PK 平分 人 LKN. 同 理 PL, PM， 
PN 分 别 平分 <KLM,，, LLMN ,MNK. 因此 PP 到 四 边 形 KLMN 各 
边 的 距离 相等 ,四 边 形 KLMN 有 内 切 圆 ,内 心 就 是 P, 内 切 贺 半径 就 是 
P 到 各 边 的 距离 r. 易 知 r== PL sin8 二 PB .sinasin 有 在 AC | BD 时 ， 


ed A | i 
r= 三 PB BE “ AB: PC ，AP 是 P 对 QO 的 每 , 即 展 一 dd. 

FAS PB » AC sin/ABC _ 1 所 R:—d 

BC.AB BC. ABsin ABC AC 2R- 2R 


上 .OE | AB, 所 以 PG // OE. 同 理 PE // OG. 所 以 四 边 形 PEOG 为 平行 
四 边 形 . 设 S 为 OP 的 中 点 , 则 4。SE: = 2(PE? 十 OE?) 一 d? = 2(EB’ 十 


OE)—4 =2R d,sSE = VR 一 J 因为 SK 是 直角 三 角形 
GKE 斜 边 上 的 中 线 ,所 以 SK = SE = VR 二 歼 . 同 理 可 得 SF, SG， 


SH, S13 SM, SN 均等 于 去 2R 一 必 . 因此 下， fe G, H, RK, 号 M, 


习题 提示 与 解答 


N 在 以 S 为 圆心 ， 5 V2R? 一 4 为 半径 的 圆 上 . 

8. 设 双 心 四 边 形 KLMN 的 内 心 为 P. 过 KK, 上 L, M, N 分 别 作 PK,， PL, PM, PN 的 垂 线 交 得 四 边 形 
ABCD( 我 们 将 第 6 题 的 作法 倒 过 去 ). 连结 PA, PB，PC, PD( 如 第 6 题 图 ). 由 于 ABAD = 180" 
— AKPN = /PKN+/PNK = (LIKN+ LKNM), LBCD = 方 CCKLM 二 ALMN)， 所 


以 BAD 十 “BCD = (LLKN 十 人 KNM 十 人 KLM + 人 LMN) = 180", 四 边 形 ABCD 有 外 


接 圆 . 可 证 LAPB = 180" 一 (人 BAP 十 人 ABP) = 180" 一 (KNP 二 /KLP) = 90"， 故 点 A, PP， 


C 共 线 , 点 B,P, D 共 线 ,上 且 AC | BD. 设 这 外 接 圆 圆心 为 0, 半 径 为 R. 则 由 第 6 题 ,得 + 二 
二 车 ,其 中 4 一 OP. 由 第 7 题 , 四边形 KLMN 的 外 心 S 为 OP 的 中 点 ,并 且 p = 


1 /sR jo 1 4 1 1 
人 


P 点 不 动 ,让 “十字架 "AC，BD 绕 PP 转动 . 在 每 一 个 位 置 上 产生 的 四 边 形 KLMN 都 是 双 心 四 边 
形 ,并 且 内 心 为 P, 内 切 加 一 全 未 全， 外 心 为 OP 中 点 S, 且 p= 十 V3K 一 磷 , 也 就 是 说 与 原 双 
心 四 边 形 有 相同 的 内 切 圆 与 外 接 加 
9. 设 二 a, AB = c, CA =b, 内 切 圆 半 径 为 ~ 又 设 内 切 圆 切 AB 于 G, 切 
AC 于 F. 因 为 PD | IM, 所 以 
PT? — PM’? = DT — DM? = (7 + DG’) — DM 


=7+(a—(s—b)):— (a—$) = ) (a= 量 ) 


PT1? 一 PN: = + (es) 一 (ao 一 之 ) 


Pv 一 RA - (st) — (ot) + (eo) 一 (全 


- (和 $) 一 (= Am 一 An 


所 以 AP | MN. 

10.XE，OM 都 与 AB 垂直 ,所 以 XE // OM. ASXE 与 ASOM 位 似 ， 
所 以 以 X 为 圆心 ,XS 为 半径 的 圆 过 五 点 , 且 与 OO 相 切 于 S. 
CP Xx CQ = CS . 所 以 C 在 ©@Z 与 @X 的 根 轴 上 . 又 由 于 M 是 
AB 中 点 ,MAB= LMBA== /MPA, 所 以 MA? = MR x MP. 
同 理 MA? = ME x MS , 所 以 M 在 ©@Z 与 OX 的 根 轴 上 . MC 是 
©Z 与 OX 的 根 轴 , MC | ZX. 同样 ,MC | ZY, 所 以 X Y, ZZ 
共 线 . 


(第 10 题 ) 


习 是 32 
1. 如 图 . 人 OiB,A; = 人 OiAsB; = 人 OAsAi = “0A4A,OB /WOO;. 同 理 OB YW OO,. 所 
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以 B,,，O! ，B; 共 线 . 


ea 
gg 


2. 如 图 . 四 边 形 LMDE 是 平行 四 边 形 ,所 以 EM 过 DL 的 中 点 K. 同 理 FN 也 过 五 . 

3. 如 图 . 设 以 PA 为 直径 的 圆 与 以 PB 为 直径 的 圆 相 交 于 C , 则 了 AC'P 十 PC’B =90° 十 90" = 
180", 所 以 A,C , B 共 线 并 且 C 是 PP 在 AB 上 的 射影 . 根据 例 1, P 在 八 ABC 三 边 上 的 射影 
共 线 . 


; - DY _ DK DX _ DK 、 

4， 如 图 . 设 YQ 交 CD 于 天 , 则 DA = BB’ 从 而 PA “，XK // AC, XK 与 BH 的 交点 为 N. 由 
于 BX // YC,， AB // QY, 所 以 人 ABX = AQYC. 再 由 四 点 共 圆 得 人 XNM = ABX, /AQYC = 
QHK = AQNK. 所 以 人 XNM = /AQNK, M,N,Q 共 线 . 


S. 如 图 . IJGCB = 人 IEB = 90", 所 以 I, G, E, B 共 圆 , 人 EGI = 180" 一 人 EBI. 又 B,C, H, G 共 
圆 , 人 HGI = 人 IBC = 人 EBI, 所 以 EE, G， HH 共 线 . 

6. 如 图 . 作 和 矩形 ABCE, 则 PE = PC = PD, QD = QA = QE, BE = AC = BD, 所 以 B, P,Q 都 在 
ED 的 垂直 平分 线 上 . 

7. 人 AXCM cp 八 YAB， 八 XBM c AZAC. 由 例 3 即 得 . 


8. 延长 CS, DQ 相交 于 上 L. 由 PR | AB, PR = 亏 AB， 得 QS /DC 且 Qs = 去 DC， 所 以 Q, S 分别 


为 LD, LC 的 中 点 . 人 ALQE ，A 人 LSG 都 是 等 腰 直 角 三 角形 ,由 上 题 即 知 下 , R,G 共 线 且 R 是 EG 
的 中 点 . 


10. 如 图 . BA”== XC , 所 以 “BAA' = XAC. 由 例 7 即 得 . 
11. 如 图 . 设 和 矩形 PXAX 的 中 心 为 A', 则 PA = PA/2. 类 似 地 定义 B,C, 则 AC’ /AC, A'B’// 


12. 


13 


14. 


15. 


16 


习题 提示 与 解答 


AB, LZPA'C' = /PAC = /A'AX— /BAC/2 = /A'XA— /BAX = /XA'B’'. 对 人 A'B'C' 
应 用 例 7 即 得 . 


L 


B A C2 
(第 10 题 ) (第 11 题 ) (第 14 题 ) 


(a) 设 BH, CF 相交 于 P. 易 知 BH | CF. 所 以 P, 4A, H, G, C 共 圆 , AGPH = 45"， 同 理 
LEPF=45". 

(b) 延长 DA 至 K 使 AK = BC. 与 例 6 类似 ,证 明 BG, CE 是 入 KBC 的 高 . 

A'B, AB' 都 经 过 CD 的 中 点 (D 是 C 在 AB 上 的 射影 ). 

如 图 所 示 , A 一 AC = A'B? 一 A'C? = B'B? 一 CC’ 十 BA” 一 A'C”. 将 类 似 的 三 个 式 子 相 
加 得 AB? 一 AC? 十 BC? 一 BA? 十 CA? 一 CB: = 0. 由 例 8 即 得 . 

三 有 


人 一 一 1. 


XC YA ZB XB“YC'ZA 


寨 瓦 定理 , 六 .站 .2 而 YM-2,2B_XB XC_YC my XB.YC.ZA 
由 塞 瓦 定理 ， ee YA ~“ i 1 而 元 YA7X 7 “ZB 人 所 以 x’C YA ZB 
一 

习 题 33 


. 在 AEAD 为 正三 角形 时 , 人 EBA = ] 节 一 390 一 60 = 15", /EBC = /ECB = 75°, /BEC = 


2 
30 . 而 满足 项 角 一 BEC=30" 的 、 在 正方 形 同 侧 的 等 腰 三 角形 BEC 只 有 一 个 . 


. 过 A, B,D 作 圆 交 BC 于 E. 设 人 DBC = a, 则 ZEDC = /ABC = /ACB = 2a, DE = Es 


LDAE = ADBE = LADBA = LDEA = a, AD = DE. 所 以 BE = BD. /BDE = /BED = 40, 
从 而 9a = 180", a = 20°, /BAC = 100°, 


:arl 一 34n 十 2ar-i (n 宇 2) 满足 条 件 (*). 而 满足 (x ) 及 初始 条 件 的 整数 数列 只 有 这 一 个 . 易 知 


ari 三 a, 三 *** 三 ca (mod 2). 本 题 表 明 猜 出 答案 往往 可 用 同一 法 . 


. 在 BC 上 取 C ,使 BC = AE. 四 边 形 ABC'E 是 平行 四 边 形 , 从 而 人 BC'E 与 AABE 的 周 长 相 等 ， 


BC'+CE= BC+CE, 00' = CE 一 GE = 0.C 与 C 重 合 , BC = AE. 同 理 BC = DE. 


过 B 作 AD 的 平行 线 交 AC 于 M', 交 CD 于 N'. 又 设 AC, BD 相交 于 X, 由 于 AA4CD 的 面积 是 


仿 ABC 的 6 人 和信， i 一 0， SAaM'B = 到 Saar = a Xx 二 一 时 所 以 AM 为 AC 中 点 ， 


6 X77 2 
N' 为 CD 中 点 ,人 = 人 = 二 .4 ， N' 分 别 与 M,N 重合 . 
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ee 


, 设 人 ABC 的 外 接 圆 的 ,不 含 C 的 半圆 以 已 为 中 点 , 则 已 就 是 下 ,而 且 DE = CD 为 圆 半径 . 
. 在 直线 BC 上 取 C ,使 AC' = BC = 2AD, 则 人 AC'B = 30°, 人 BAC' 一 180 一 30" 一 75 一 75 一 


2 == EE 


, 设 了 ABC 的 平分 线 交 AC 于 D', 人 ABD' = 36", 人 BD'C =72°, BC = BD' =AD', D' 与 D 重合 . 
,分 别 以 V, A, B, C 为 圆心 作 圆 ,四 个 圆 两 两 相交 得 六 条 公共 弦 , 分 别 与 VA,， VB, VC， AB, BC， 


CA 垂直 . 每 三 条 公共 弦 ( 所 在 直线 ) 交 于 一 点 (这 点 到 三 个 圆 的 切线 相等 , 称 为 根 心 ). 将 这 六 条 公 
共 弦 (所 在 直线 ) 旋 转 90", 就 得 到 一 个 与 AAB'C 相似 的 三 角形 ,并 且 有 三 条 交 于 一 点 的 公共 弦 与 
过 A'，B', C 所 作 的 平行 线 对 应 . 所 以 所 作 三 条 线 交 于 一 点 . 


习 里 34 


. 将 人 BPC 绕 B 旋转 60" 成 为 ABP'A , 则 PP = PB, PA = PC, PA 坟 PP 十 PA. 
. 将 八 BPC 线 B 旋转 60" 成 为 ABP'A , 则 已 在 PA 上 (因为 BAP = BCP = 一 BAP“ ). 
. 将 人 AABC 绕 A 旋转 ,使 射线 AC 与 AD 重合 . 再 作 以 A 为 中 心 的 位 似 变换 使 AC 成 为 AD. 这 时 B 


成 为 BD 上 一 点 E( 因 为 和 ADE = 人 ACB)， 并 且 且 一 和. 再 由 AABEcoAACD 得 菠 = 8. 
将 以 上 二 式 去 分 母 相 加 即 得 . 


. 参见 上 题 . 利用 复数 更 简单 : 设 四 个 顶点 的 复数 表示 为 o, a, b,c. 在 恒等式 ac(0 一 c) 十 c(a 一 六 一 


bl(a 一 c) 两 边 取 模 即 得 . 


. 如 图 ,将 人 ABCP 绕 忆 旋转 60" 成 为 人 BAP'. 则 PP' = BP. 八 APP' 的 三 边 为 PA, PB, PC( 仅 当 P 


在 外 接 圆 上 时 ,三 角形 退化 ). 设 人 ABC 的 外 心 为 0O, QA = R, OP = 
op， 则 Snapr' 三 Bp 2 一 SAPAB 一 SAaap' = Bp :一 SAaac 一 SAacp = 


(Re:1 -p: — 2Rp cos(a+t 120° ) —3x SR’ — 广 (Rp sinat Ro sinB 


— R’: sin 120°) = cg 一 R')(p > R). 在 R 二 >p 时 ,结果 为 


坚 (R: 一 p). 因此 三 点 的 轨迹 是 OO 的 同心 加 


. 将 AFBD 绕 下 旋转 ,使 射线 FB 与 FA 重合 . 再 作 以 下 为 中 心 的 位 似 变 换 使 B 变 为 A. 设 这 时 D 


s _AF.php 二 人 外 
变 为 P, 则 AP = FB BD = 


/FAE = LECD, 于 是 八 EAP 人 A 人 ECD. 经 过 以 下 为 中 心 的 旋转 与 位 似 变换 , 八 FBA 变 为 
AFDP, AABF = 人 FDP. 同 理 人 BCA = 人 EDP. 相 加 即 得 结论 . 


。 DC. 而 LEAP = 360°— LPAF— /FAE = 360°— LFBD— 


，(b) 利 用 (a) ,关于 O, 的 旋转 化 为 两 次 轴 对 称 ,第 二 次 的 对 称 轴 可 选 OO;. 关于 O; 的 旋转 也 化 为 


两 次 轴 对 称 ,第 一 次 的 轴 为 O1O. 在 m 十 w 一 2x 时 ,AOLO:O 的 角 为 号 ， 从 ，r 一 至 天竺 在 


o 十 oz 二 2r 时 ,为 Rr x 一 学 ， 2 在 wm 十 o 二 2x 时 ,两 次 旋转 相当 于 一 次 平移 . 


. 连续 作 三 次 旋转 ,旋转 中 心 依次 为 K, L，M, 旋 转角 为 a, 8, Y( 旋 转 方向 相同 ; 同 为 顺 时 针 或 同 为 


9. 


10. 
11. 


12. 


. SAPEF = SApEo 十 SAFOF = SApEo 十 SAPDO8 = Sageo = SAA4ED = 


习题 提示 与 解答 


逆 时 针 方向 ). 由 于 a 十 8 十 7 二 2x ,连续 旋转 等 价 于 一 次 平移 . 由 于 A 点 回 到 原 处 ,这 平移 为 不 动 ， 
从 而 前 两 次 旋转 的 结果 相当 于 绕 M 的 旋转 . 由 上 题 得 人 KML = 立 . 另 两 角 为 多, 台 . 


绕 吕 旋转 90", 使 人 BAD 变 为 和 八 BED. 设 BB' 交 CE 于 M. 由 BE 人 BC 得 M 为 BB 中 点 ,从 而 
DM 分 等 腰 直 角 三 角形 BDB 为 两 个 等 腰 直 角 三 角形 ,M 即 为 所 求 . 
即 作 IJ 的 九 点 圆 圆 心 . 垂 心 .外 心 共 线 . 
绕 A 旋转 八 ABE, 旋 转 90" 后 ,AB 与 AD 重合 ,BE 在 FD 延长 线 上 成 为 DE . 这 时 八 AE'F 安 
人 AAA4AEF, 从 而 八 AEF 的 EF 边 上 的 高 等 于 AB. 


4 ,4 与 AD，BC 构成 菱形 ,所 以 人 EHF = 专人 EHD a 到 (180" 一 /AHE)， 同 理 人 HEG = 


六 (180" 一 ZAEH). 所 以 EG 与 FH 的 夹 角 为 180" 一 /EHF 一 HEG = 方 CCAHE F 


LAEH) = 45". 
4 过 A 的 特殊 情况 是 上 一 题 结论 的 逆 命 题 . 


习 砚 35 


。 将 nn 边 形 AlA,…A， 放 在 正 n 边 形 Bl B,…B, 中 ,使 边 AiA# W BiBin(i = 1,2, *°，, n. Ai ps 


Al, Br = Bi). 点 P 到 正 如 边 形 BiB,*…B, 各 边 距 离 的 和 为 定 值 ， AiAii 与 已 Bi 间 的 距离 也 
为 定 值 ( 与 已 点 位 置 无 关 ) ,所 以 PP 到 n 边 形 A;A,…A， 的 距离 的 和 为 定 值 . 


号 由 (22) 及 s = 二 a 十 c= 二 5b 十 4 得 Smab 形 Acp = wapcd — abcd COS” ER Vv abcd sin lL 
9 9 


ll _ SAcap , Saces _ CD.CA. sina CE *» CB. sinB 


4 SACAE SADB [oo 


去 Soapon. 同样 SA^onc = 六 Sapon 


= 一 SapreF. 人 AQHG 自 Q 引出 的 高 与 APEF 自己 引出 的 高 相等 (均等 于 OP sn 二 QOP) ,所 以 HG 
= EF, 


. 由 已 知 得 EF WAC, 维 = 弛 = 优 = 朋 = 琴 


QF “DFPr Eb BE EQ 


. 延长 AN 交 BC 于 工 , 易 知 SAaan 一 去 Sam 一 方 Smmhacp。 同样 S^owc 一 方 Saeaacn: 所 以 Snapy 


十 So = 二 AN ,NB 十 CM .MD, ANB = DMC = 90". BN 既是 八 ABL 的 中 线 又 是 它 的 高 ， 
所 以 AB = BL = BC 十 AD. 


. 改 记 AM, AN, BM, NC, MN 为 x, yu vw 已 知 一 一 下 一 一 ss 


(r+wW(y+w) 2 
wu. 不 妨 设 x 三 y. 要 证 3(x 十 vv 十 ww) 二 并 十 y， 只 需 证 3(xk 十 十 并 一 >) 宇 工 十 y. 如 果 3(u 十 9) 


三 2y, 结论 显然 . 如 果 3(w 十 ) 一 2y, 那么 y 二 3min(uy vv, 十 左 十 辐 一 (u 十 Dz 十 计 zy ee 


所 Yr 十 襄 z 一 zy， 与 已 知 矛 盾 . 


如 图 ,在 AAl Se AAA， 一 一 AAA; ee BB! 二 Bi 忆 ， 2 人 人 时 ,人 BAA， 了 人 BAA，， 人 BA A: yn 
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等 底 , 而 高 成 等 差 数 列 , 所 以 SanaAa) 9 SAB AiA， 9 SAaB, A, A 9 必 成 等 人 Al A, 4; A; ssa) 
差 数 列 . 同 理 Sa ge, ，SansB18,，SAaas8,8;，"… 成 等 差 数 列 . 于 是 
瀛 四 边 形 ABB Ai 9 今 四 边 形 A1 B1 B2 A2 : 号 四 边 形 A; 8B, B As 9 … 成 等 差 数 列 ,位 于 中 

B 


间 的 面积 Smwwga,B,8,,14,., 一 -Smasco (平均 值 ). 利用 习题 29 第 i Bs =C 
9 题 ,所 求 面积 比 = a /Sw 边 形 ABCD 一 六 (第 8 题 ) 
m 77271 
习 砚 36 
4 : 
. 满足 Sappa 十 Sapgc 二 常数 的 点 PCz，y) 的 轨迹 方程 为 | 1 xp yp| 十 |1 xs ys| 王 常数 , 因 
1 XA yA 1 1 /s- 
而 表示 一 条 直线 . 易 知 SA“wpa 十 SAwmc 一 Sanpa 十 Sansc 一 去 Sagc , 而 Sapa 十 SArac 一 (Sam 


H Sa ) = 方 Saco 注 意 这 里 的 面积 为 有 向 面积 ) ,所 以 M，N, L 共 线 . 


s 设 B， G 坐标 为 (2， Q)s 长 人 0) , 则 M 点 坐标 满足 m((z 一 了 ?十 YY) 一 n((zx 一 cc)? 十 yy》 = k，, 这 是 


圆 的 方程 ,圆心 在 直线 BC 上 . 


. 以 O 为 原点 , 底 AB 的 方向 为 zx 轴 的 方向 ,各 点 坐标 为 B(b, 一 V36), Clc, V3c), A( 一 6b, 一 V30)， 


pe io P(- 条 ,一 各 ), (2), a(- 生 和) 10 qe -可 


二 t+e. 


.以 NN 为 原点 ,各 点 坐标 为 C(1, 0)，P(1, p),， M(0, 5b), A( 一 1, 5b), MP 方程 为 y 二 (p 一 zx 十 b， 


AC 方程 为 2y 十 pz 一 1) = 0. 两 式 相 减 得 NQ 方 程 为 y = 一 px. 


. 利用 法 线 式 即 知 轨迹 为 过 P 的 直线 ( 夹 在 三 角形 内 的 一 段 ), 并 且 到 三 边 距 离 和 为 定 值 的 直线 互相 


平行 . 如 果 BC 是 最 短 的 边 , 在 AB 上 取 M, AC 上 取 N, 使 BM = CN = BC, 则 M,N 到 三 边 距 离 


”ZOMBCN 


的 和 均 为 2seSY . 所 以 过 己 作 MN 的 平行 线 即 得 所 求 轨迹 . Al，B1 ,Ci 三 点 到 各 边 距 离 的 总 和 与 
As，Bs,C; 三 点 到 各 边 距离 的 总 和 相等 ,从 而 G1G: // MN. 


. 易 知 AD 为 BAC 的 平分 线 . 以 A 为 原点 ,AB, AC 为 轴 建 立 斜 坐标 系 . 设 各 点 坐标 为 O(1，1)， 


1 


e 


rt 4 


十 n 二 TD, 则 N 点 坐标 为 (md，nr 十 md). 由 于 N 在 CE 上 ,所 以 于 + 则 二 二 二 1 各 二 


n 
el(c—) MD _ db 十 万 一 好 GT eb 
et ed— 同 理 ` 注意 


Dl(d, d), Ele, 0), BC(b, 0), F(0, f),C(0, oO). 则 f= ke, 一 十 


i 
ME 一) bf ce” ef be ”ME 


EE— Ff 4 0 2 mn 
(c+ed—ece f(b—e) e ” 


. 设 人 ABC 的 内 心 为 I,， TI,，M, N 到 AC 的 距离 分 别 为 r, hi 一 zx， zcosA, 到 AB 的 距离 分 别 为 ~， 


xcos A, hh 一 xX, 所 以 


习题 提示 与 解答 


1 r r 


hy—x zcosA 


1】 X08A 一 广 
3 
sinA 
= sinA(x’ — 2Rr + 2Rr). 
类 似 地 有 SA: ，SArw. 
8. 利用 上 题 , 二 一 2Rzi 十 2Rr == zx2? 一 2Rrz 十 2Rr, 故 x 十 zx = 2R. 
9. 人 AlBiC 退化 表明 I 在 A1B! 上 (利用 第 7 题 ), 从 而 1 是 AiBi 与 A B, 的 交点 . 取 A1As 中 点 开 ， 


则 AK 一 于 方 王 三 R. 设 O 为 AABC 外 心 , 易 知 八 AKI 儿 人 和 八 AOI, 所 以 KI = O01 = VR 一 2Rr. 


(zz sin? A 二 (2rcosA2r—h,—h.). ZX 十 hsh, 一 六 有 th.)) 


而 AlAs SN = Vv (2R):—4 e 2Rr 2KI. 所 以 IA) 站。 1A,. 
10. 设 1 的 方程 为 y 一 好 十 1, 与 y 一 z 十 一 联 立 消去 y 得 以 一 ) 式 十 + 一 1 = 0. 这 方程 有 两 个 不 


同 的 正 根 ,所 以 A = 1 十 4(k 一 1) 之 0, 并 且 x 十 zz = Ti >0, Lixs = Ti>0. 从 而 六 一 


过 1. 设 切 点 坐标 为 (x;，y;) ,i 二 1, 2, 则 切线 斜率 为 y |,-。 一 1 一 点 . 切线 方程 为 ?一 y = 
(1 一 十 )(z 一 zx)， 即 z(x 一 y) 十 2zi 一 x 二 0. 切 点 横 坐 标 zi 适合 方程 xs(z 一 y) 十 2x 一 工 一 


0 及 (一 Dw 十 u 一 1 一 0, 其 中 (z，y) 为 切线 交点 的 坐标 . 因此 这 二 一 二 = =4. x+=2, 


y 一 4 一 2E (2, 六 ), 即 轨迹 为 直线 x 二 2 上 的 一 段 线段 ,其 端点 (2, 2) 与 (2, 卫 ). 


过 里 :3:87 
1. 以 AC、BD 的 交点 O 为 原点 , 则 C = A， D 二 pB，4、 4 为 实数 . 设 M 二 pwB, 则 由 AM / BC 得 
7 / 1 1 ne 1 1l ] D> 
一 B= 二 (A 一 jyB), 所 以 yy/ = 一. 同样 , N = 一 A. = 一 A 一 一 B == 一 (MM 一 jB8) = 一 
aA A(A 一 pB), 所 以 jy 二 一 . 同样 ，N nA: MN 4 2B FG 1B) 总 
所 以 MN A DC. 
2. 设 M' 一 难 二 1 一)B, N =/C+(1 一 /DD, 则 由 MI 一 N 闪 得 (4 一 步 )A+Q 一 )B 一 士 C 


tpC+( 训 一 p)D 一 二 B=0, 即 (4 一 吉 ) 玉 = (jy 一方) 仿 , 所 以 AB // CD 或 = 二 方 . 


后 者 表明 M 、N' 分 别 为 AB、CD 的 中 点 ,所 以 AD // MIN' // BC. 
3. 设 射 线 OA、OB 上 的 单位 向 量 分 别 为 i, j, 则 OE =C.j, OM = OE .ji= (C. 让 (j .有 D， 
MN :C= ON:.j—-OMD .C=C DG NCD D.C 
= DCDG OO—C DG OO)=0, 即 MN | oc. 
一 > 一 > —> 一 一 > 一 一 和 一 一 3 — {> —> —> > 
4. 0 二 AP .及 = (让 -MA . (一 访 ) = 及 .及 + (太太 ) . 矿 一 MB 
=M .M+ .Mw MB: = ME .M+ MB: — MB = MW . ME. WU MP | MQ. 
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5 投石 = 太 基 =o 态 = 天 则 十 = 一 oo 本 =d-b 半 一 c-b 由 已 和 bd) = 
0, c。(d 一 b) 一 0, 两 式 相 减 得 d。(c 一 5) 天 0, 即 AD | BC. 在 A、B、C、D 共 面 时 ,本 题 即 三 
角形 的 三 条 高 交 于 同一 点 . 

6. 设 PA | BO,PB| CA，PC AIB ,又 设 QB | CA, QC LAB, 即 (4A 一 P) 。(Ci 一 了 ) 
一 0，(B 一 P)。(4A 一 C) 天 0，(C 一 P) 。(B 一 A) =0，(B 一 Q) .(A 一 C) =0， (CI 一 Q) 。 
(B 一 A) = 0. 五 式 相 加 得 (Ai 一 Q).，(B 一 C) =0, 即 Q4，| BC. 所 以 人 ABC 正 交 于 人 ABC 

7. (a) 由 例 3, 取 PP 为 外 心得 9R* = 906? 十 十 大 十 c 宇 a 十 大 十 c， 


(b) Dyn 芒 问 二 过 全 R. > mn < 3 > 7 <3R. 


8. 由 例 3 3 2 i > AP: _ 3GP’ + OGA’ 3GP: 一 3G0: 十 3R: _， 
PA” PA i BA 
: 一 -一 os 
9. 由 例 3,，R: 一 = 言 (a a (全 ) _ &s DS c) 
mt i het «0 a ae NA 过 氏 到 十 6 十 c) a 十 大 十 


10. 设 i oe 2 OM, ,i 
ee, ee i 一 一 一 和 一 ss > > 一 和 一 
一 OA 与 OM 平 行 .从 而 OF 一 只 一 瑚 一 纶 与 G 客 十 (C 芭 平行 .由 对 称 性 , (站 一 牙 一 下 一 全 
也 与 ( 世 十 从 平行 .因此 (天 一 下 一 咏 一 人 琵 为 零 向 量 . 

11. AC .AG = AB. AE 十 AD .AFEP 巡 .人 = 有 丰 . 下 + 态 . 丰 下 + 大 ) .人 = 古 ， 
角 十 护 .人 吕 丰 . 芒 = 丰 . 瑟 , 由 于 BEG= AAFG, 所 以 上 式 忆 AB .HAD.GFP 


AD __ BE sin BA 
AB = 全 ,而 易 知 两 边 故 等 于 Sn 人 CA 广 . 


12，>)QA, = 一 南 了 .4 广 = 一 去 六 OA, .OF 0,) = 一 去 (大 . 2 0%, 50,. 


CA )， 由 于 绕 0 点 旋转 天 时 ， CO, 不 变 , 所 以 了 ON, =0, 从 而 QA, = 二 了, .OX 


一 nR. 
13. 以 O 为 原点 . 六 1 QP |= D1P—Q|:|P | DP -OP= SQ.P)=n-. 
CQ 。 2 一 7 


14. 设 AB=6b, A=c,AD=d, 则 (AB+CD)— (AC:+BD) =p+d-o -edby 
= 一 2d .c 十 2d .b= 二 2d。(b 一 c) = 0( 利 用 第 5 题 ), 即 AB? 十 CD? = AC? 十 BD?, 同样 AC? 十 
BD? = BC: + AD:?. 


习 融 38 
1 1 
1. (二 8). 600, 1, 0) 一 了，0 一 arccos 2 订 
2 = 进 ， = 三 =( 作 
2. 例 2 中 , OE XAD = (2W3, 0o, D), CC. (2N3,0,1) A 后 (Vix ) 坟 /了 .第 


习题 提示 与 解答 


1 题 中 d =\/ 三 . 


—i> 2 2 
4 入 = AC=e, AD=d, 则 bc=aicos60"= 乡 ， b*d 王 伺 . 所 以 b*(c 一 d) =b.c—b. 


d= 二 0, 即 AB | CD. 取 AB 中 点 EE,CD 中 点 下 , 易 知 AF = BF, 并 且 均 与 CD 垂直 ,所 以 FE | 


AB.FE | CD. FE 就 是 所 求 的 公 重 线 ,长 度 = VAF” 一 AE7 二 / (如) 一 (去 ) 一 从 由 于 钢 


乏 现 成 的 直角 坐标 系 , 本 题 后 一 半 套 用 公式 (5) 反 而 麻烦 . 对 正四 面体 ,可 取 AB，EF, CD 这 三 个 
互相 垂直 的 方向 作为 坐标 的 方向 (如 第 5 题 ) wig 
4 EE .BP, = 11,1, 0 (1 —1,1=0, 所 AC k BD AGX BD = (1, 1, 2), 


pr 1 1 
AB. (1， Ty 2) 6 二 一 , 昌 d 二 = 一. 
A 


5. 设 下 为 CD 中 点 ,以 EE 为 原点 ， EF， EA 分 别 为 y,z 轴 建 立 直角 坐标 系 . D 为 (一 主星， 0)， 
Et I LN mb 
M 为 ( 坷 , 生 ,二 刀 六 为 (0 号 ， 了 让 ( 43127 12) a 
5 
0 = Nt = arccos 局 
A 
= (5 a . V2 
MR x 访 (3, 学 ， 他) EM (NN x WD) = 节 
"| 
让 VOT25TS VB83 


1/4 人 
(1/4) Vi+6+7 V86 


7. 平面 A1B1CiD, 的 垂 线 为 DDi, 平 面 DEK 的 垂 线 方向 即 DE x DR = ( 方 ,ov1)x 


6. 太 xX 屯 = 一 1,1, DX( 宇 ,1, 吉 )= (一 证, 训 , 一 并 )， 
, 


a 1 


(0， 1， 言 )= (一 1, 一 二 :一 去 )， 《0， 0， 1) 机 (一 1, 一 圭一 于) 一 一 去 ， 所 求 夹 角 0 


1 
2 
ES 认 关 remeeareerrncrc 攻 二  ， 人 5 -仿生 -一 
Ne Y 
36 4 
i 1 . 
8. VaaiciDi 本 二 AB, » (AC! x ADi) = 6 | AB 1.| AC! |。| AD! | SIDDG cos 有 ， VAaB,c, D, 


于 | AB; |。| AC: | .| AD; | sina cos 8, 其 中 = 人 CAD1, 8 为 4B, 与 仿 , XAD, 的 夹 角 . 


9. 没 从 a 的 一 个 端点 引出 的 楼 为 c, e, 则 V = 证 e* (eX a) 一 二 se. (bX@) = 计 d， [|bxa|= 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


六 abdsing 


设 与 这 平面 垂直 的 向 量 为 (z， yy， iA 3 《0， 0， 1) 垂直 ,所 以 z= 二 0. ExT ， 0) 与 (]， Ee 


1),( 一 1, 0, 1) 所 成 角 相 等 ,所 以 a = 士 夯 "从 而 (z， y, 0) 二 (一 V2, V2 十 V3, 0). 设 所 求 角 


、 (x, y; 0)* (—1, 0, 1) 1 6 士 1 1 
为 a; 则 sin u 三 和 re a = arcsin (eB. 
记 访 =b, A 人 CE=6c, 入 =4d, 则 访 =c 一 b, BB =d 一 b. 题 中 的 向 量 和 为 bXc+cXd+dxX 
b+(d—b)X(e—b)=bxXct+ecxXdi+dxb—cXd—dxb—bxc=0. 
设 平面 x 的 法 线 ON 与 0A, OB, OC 所 成 的 角 分 别 为 a, 8, 7, 则 O4' = sina 等 等 . 考虑 对 角 线 长 
为 1, 并 且 对 角 线 及 三 边 分 别 在 射线 ON, OA，OB, OC 上 的 长 方 体 , 它 的 长 . 宽 、 高 分 别 为 cos ua， 
cos B，cos y， 从 而 cos: 十 cos: 8 十 cos: y 一 1， QA” x > sin’ a 二 2. 即 所 求 集合 为 {2). 


设 和 为 5. 令 t= 4 十 [8 十 Te 十 T9T，ay be， d 为 面积 向 量 , 则 * 一 4 一 2s. 从 而 s < 2 


当 s 二 2 时 , t= 二 0. 由 于 a 十 b+c 十 d == 0, 所 以 lal=|14b|=|1c|1=|4d|. 由 习题 39 第 14 题 (e) 
即 知 此 时 四 面体 为 等 面 四 面体 . 不 妨 设 lal ,1b|, lc|, ld| 中 lal 最 大 ,由 于 


,下 ,过 ad_ he 过 
| 
bitleltldaD <3— +etdl= -|| 一 2, 所 以 :>>0. 

(| a | 十 |8 | 十 | c | 十 | a 十 5 十 c | 六 二 十 大 十 十 (a 二 5 十 0 中 十 2(| a 十 | 5 十 | cc 1) | a 十 5 十 c | 十 
2(|als|8l+2ollcl+lcllal)= 三 (aa 十 b: 十 (5 十 cc) 十 (c 十 ao) 十 (|a | 二 16) ec| 
十 | a 十 5 十 c |) 十 (5 十 | c(ia| 二 | a 二 5 十 c1) 十 (cl 二 | a1)(65| 二 | a 二 5b 十 c1) = 
Dateldaltlbltlecltlatbte D+ Daltlbl—lat+o Dl elt+latote | 一 
la+6|) >， |1a+8l(Ca | 二 | 十 ec 十 le 十 2 十 c |) 

所 以 | a | 二 12 + cl 二 | a6 二 cl 宇 2) |at+61. 

本 题 如 利用 Levi 定理 ,只 需 考 虚 a、5、c 为 实数 的 情况 . 这 时 可 假定 a、5 同 号 ,所 以 只 需 证 明 | c | 
十 | a 十 5b 十 c | 宇 | c 十 a | 十 | c 十 51. 在 c 十 a 与 c 十 b 同 号 时 , | c 十 a | 十 | c 十 651=| c 十 a 十 c 士 | 


二 | c | 十 | ae 十 5 十 c|. 在 c 十 a 与 c 十 5 异 号 时 , | c 十 a | 十 |c+6|==|c 二 a 一 c 一 6|= 二 la 一 b| 
< 二 | a 十 5 | 过 |c | 十 | a 十 5 十 c |. 


3 一 


习 矶 39 


1. AA’ | BC, 所 以 Sggcc =4X6=24. Sy=24(1 十 V3). 


2. 


248 


设 截面 交 PB 于 碧 , 交 PC 于 下 ，EF 中 点 为 及 ,BC 中 点 为 卫 , 则 互 在 PD 上 并 与 PD 垂直 ， 


= 30° aid A = 时 本 
ZHAD = 30", AH 一 妆 a, DH 一 将 PD =2X 计 AD = 号 o 读 = 宵 = 地 ， 


习题 提示 与 解答 


Sa 一 于 ,AH :EP = 坟 a?. 

3. 顶点 三 在 底面 ABC 上 的 投影 1 是 八 ABC 的 内 心 , 斜 高 产 = 2r, 7 为 人 ABC 的 内 切 圆 半径 ,所 以 
Sm 一 斑 (e 十 十 c 六 一 r(a 十 0 十 c) 一 2Sg = 2VI2X5XIX3 — 24V5 

4. 底面 ABCD 与 ABCD 都 必须 切 开 ， RR 因此 切 成 的 四 面体 的 个 数 
三 4. 每 个 以 上 述 的 面 为 底面 的 四 面体 ， 体积 至 多 为 地: -二 “Qa 一 天 4， 所 以 至 少 有 一 个 不 以 上 


述 面 为 底面 的 四 面体 , 即 切 成 的 四 面体 至 少 5 个 . 而 切 去 顶点 A，C， 上 ,Di 处 的 4 个 角 可 剩 下 一 
个 四 面体 ,恰好 将 立方 体 分 为 5 个 四 面体 . 


和 于 和 


l 2a i+r” 
2(aa’ 一 /82 十 6a2a2 一 1223a' 一 az ) 
一 一 注意 根 号 前 面 只 能 取 负 号 ， 
a” 十 :Q 4aa 
6. 设 M 为 CiDi 中 点 , 则 MK =V2a, PQ = = 一 2a. 平面 BCC1 Bi 截 下 的 “ 角 ” 为 棱锥 R- PQM 


i 
的 (二 ) ,因此 四 面体 PQRS 被 平面 BCC1B,, ADDA, 截 后 , 剩 下 7/8 的 体积 , 即 2 22a? = 


2. 由 于 图 形 关于 面 ABC D 对 称 ,所 以 被 ABCD,， ABC; Ai 所 截 下 的 两 个 “ 角 ” 相 等 . PQ 与 面 


ABB)Ai 成 45", 所 以 到 该 面 距离 为 避 a. 设 PR, PS 分 别 交 该 面 于 L，N, 则 LN 一 , 2 ee 


RS = 2(Y2 一 Da. P，R 到 面 ABCD 的 距离 分 别 为 这 a,， a, 所 以 L 到 AB 的 距离 为 


l (2 V2 二 2C3 一 1)a.“ 角 ”PP- 1 2 Wf ad/z— 
玉生 1+a 党 )=2W3 一 Da “ 角 "P-LNK 的 体积 为 十 .如 a+ YW2 一 Da.2(3 


Da = (VE 一 二 )a. 所 求 公共 部 分 的 体积 为 Xu 一 2(V5 一 得)a = (号 一 403)a. 


7 9 十 4V5 
rE 


. 设 项 点 A 在 底面 SBC 上 的 射影 为 互 , 在 棱 SC 上 的 射影 为 D, 则 AH = ADsin C = asin psin C. 


* 利用 上 题 ， SI IT- 六 aasina， S。 二 羡 cbsin 及 


10. 设 NN 在 AB 上 的 射影 为 L, M 在 AB 上 的 射影 为 K. MN 应 垂直 于 AB; ,所 以 KN | AB1. M 应 
在 OL 上 . 设 忆 一 oz, 则 LK = az. 进而 得 到 中 一生 -十 ( 直 一 了 5-) = ( 瑟 ) ,z= 十 


1—2zx 六 人 
最 小 值 为 v4, 

11. 面 角 总 和 为 4x, 必 有 一 顶点 处 三 个 面 角 之 和 三 x, 其 中 每 一 个 小 于 另 两 个 的 和 ,因而 都 是 锐角 . 

12. 对 三 面 角 S-ABC,, 在 其 内 取 一 点 O, 过 O 作 S-ABC 各 面 的 垂 线 得 到 它 的 补 三 面 角 O-A"BMC/ 
补 三 面 角 的 面 角 与 S-ABC 的 二 面 角 互补 .O-A2BC 的 面 角 和 一 2x, 所 以 S-ABC 的 二 面 角 的 


‘© 双 
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13. 


和 过 x. 对 四 面体 ,将 它 的 每 个 三 面 角 的 二 面 角 相 加 , 便 得 出 四 面体 的 二 面 角 之 和 之 鱼 = 2r. 由 


习题 38 第 11 题 , 作 四 面体 的 面积 向 量 , 这 些 向 量 的 和 为 0, 因 而 它们 可 以 组 成 四 边 形 ,四 边 形 的 
角 即 原 四 面体 的 4 个 二 面 角 . 易 知 (空间 ) 四 边 形 的 内 角 和 二 2x, 而 四 个 向 量 可 以 依 不 同 顺序 组 
成 四 边 形 ,所 以 wm 十 we 十 有 十 及 一 2r, Bl 十 诺 十 十 二 2r 十 十 a 十 az 二 2r, 其 中 加 
与 ,有 与 及 ,7X 与 六 均 是 一 对 对 棱 处 的 二 面 角 . 将 以 上 三 式 相 加 即 得 四 面体 二 面 角 之 
和 一 3r. 

设 三 个 直角 三 角形 的 面积 向 量 为 a, b，c, 另 一 个 面 的 面积 向 量 为 d, 则 d = 一 (ae 十 b 十 c), d? 二 (a 
十 加 十 c)(a 十 十 ec) 一 @ 十 bP 十 .或 者 利用 本 讲 例 7 的 (2)( 所 述 顶 点 对 面 在 其 他 面 上 的 射影 恰 
好 是 该 硕 点 处 的 三 个 面 ). 


- 必要 性 均 为 显然 ,只 需 证 充分 性 . 


(a) 由 展开 图 立即 得 出 . 


了 可 D; DD, E> D, 


(第 14 题 (b)) 


(b) 如 图 展开 ,A 为 Di D; 中 点 ,B 为 D; Di 中 点 .有 两 种 情况 : 左 图 中 , AB = CD, 即 AB = DC 
三 CD;3， 所 以 和信 D1D;D; 的 边 D,D; == 2AB = DC 十 CD;, 从 而 C 在 D;D; 上 . 右 图 中 , BC = 
AD, 即 BC AD， sm 上 内 万 ;， 取 D, D; 中 点 C“ , 则 C 与 C 都 在 D, D; 的 中 垂 线 上 ,而 且 BC = 


去 DiD; = BC, 所 以 C, C 都 在 以 B 为 圆心 ,BC 为 半径 的 圆 上 ,但 在 AB 的 同 侧 , 这 圆 与 DD， 


的 中 垂 线 只 有 一 个 交点 ,所 以 C 与 C' 重 合 , 即 C 在 D;D; 上 .因此 ,(b) 一 (a). 

(c) 设 AB = CD, AC = BD, /BAD + LDAC ++ /CAB = 180". 由 人 ABD 名 ADCA， 
BAD =CD4 ,从 而 LCAB = DC4, 八 CAB 喧 八 ACD, AD = BC, 各 面 全 等 . 

(d) 将 四 面体 前 开 得 四 个 三 角形 , 记 为 人 ABC, 八 AiBi1D,， 八 BC;D,， 八 A;C;D;. 其 中 相同 字 
母 (不 同 下 标 ) 表 示 四 面体 的 同一 个 顶点 . 将 四 个 三 角形 竺 

在 一 起 ,使 得 相同 的 角 , 即 ABC, A3D;C;， BiAiD， D;,, Cs 

BsC;D; 重合 ,如 图 ,这 时 CsAs = CA, B,D = BiDi, 所 A 

WM AC; // BD, 但 这 不 可 能 ,所 以 必须 D;, C; 与 A(B) BAlCs Bh 
重合 , C，B; 与 Di( A; ) 重 合 , 即 各 面 全 等 . 

(e) 作 平面 M 与 AB，CD 平行 ,将 四 面体 射影 到 平面 M 8 ?和 

上 .这 时 SuwaBec' 王 SeawBD' ，SAacp' 一 SBpcp'， (第 14 题 (d)) 
于 是 四 边 形 A'C'B'D' 为 平行 四 边 形 , 它 的 中 心 0 是 AB， 

CD 中 点 的 射影 . 因此 由 A'C' = B'D' 得 AC = BD. 同 理 可 得 AD = BC,AB = CD. 

(f) 伴随 六 面体 是 长 方 体 . 


习题 提示 与 解答 


15. 由 欧 拉 公 式 及 vw 三 部 e 得 f 一 忆 e 宇 2,，6f > 2e, 所 以 至 少 有 一 个 面 的 边 数 少 于 6. 


16. pe 出 四 条 棱 , 那 么 e 宇 2f,e 宇 2v, 从 而 v 一 e 十 f 志 0， 
矛盾 ， 

17. 若 各 面 均 三 角形 ,31e. 若 至 少 有 一 面 的 边 数 三 4, 则 总 棱 数 三 8. 棱锥 有 2n 条 棱 . 将 这 棱锥 切 去 
一 个 三 棱锥 ,切面 距 底面 的 一 个 顶点 充分 近 , 便 得 到 2n 十 3 条 校 的 凸 多 面体 . 

18. 设 多 面体 有 f 个 面 , 则 每 个 面 的 边 数 在 3 到 f 一 1 之 间 , 因 而 必 有 两 个 面 的 边 数 相等 . 


习 融 40 
设 人 1, 


C =%， NB = = jy, LN 二 vw， 则 P= XR, S= QA 二 +1). (v1). 利用 QA 十 1) (py 十 


2) €vT 1 > (Vo 十 1)3. 
2. 设 a& 三 0 三 cy a 十 十 一 4V3S 一 2(a2 十 c) 一 2ac cos B 一 2ac * V3 sinB= 2(a 十 c) 一 
diet (EB) 2 P+ +. 


3. 设 内 心 1 在 高 AD 上 的 投影 为 E. 熟知 AI 平分 ZOAECO 为 外 心 ). BI 在 BA 上 的 射影 之 二 AB， 


所 以 人 AOI 宇 90". AO 去 AT .cos 一 = AE, Rr 之 AE 十 ED =h. 0 到 AB 的 距离 之 7， 
所 以 人 COI 是 锐角 ,R= 二 CO 之 h. 一 r. 
i 
4. RQ>a—BReosB—CQeosC, 2 RQ> 2a— gD cosA> 3) 一方 >a= 己 2 
5,. (dm,m.)’ Wie — 4 —4c +9) = 18(6—c) (a — (bo ce)’). 
6. 原 式 < 过 (二 十 二 十 士 ) Cm? 十 mw? 十 me? 十 2 了 pwm) 之 225. 由 中 线 公式 及 上 题 ,只 需 证 


(二 + 二 十 二) | 各 可 二 夫 可 C28 一 入 一 4 十 9be) | 之 225, 即 (十 十 十 十 士 ) (2 十 


2m +2adb —a be) 25. 而 上 式 < 一 让 了 (6 一 oO)? (a 一 (一 c)2)(15a2 一 (8 一 c)2) 十 


言 (6 十 c—a(tti+a—D(a+o—(a 十 上 1labe) 十 二 (8 十 c 一 a)2(c 十 a 一 为 2(a 十 0 一 


二 0， 

7. ab 一 4RA ,而 新 三 角形 面积 是 原 三 角形 的 3/4, 只 需 证 明 mumasme 宕 训 abe (*).(*)<=> 了 [C25 
十 2c 一 a2) 达 25azbzc. 令 工 一 下 十 避 一 0 ,等 等 . 上 式 =>|[ (4r 十 y+z) 宇 251[ (x 十 
一 >42》 7 一 42)T(y 十 z) 十 28xyz 三 0. 用 习题 17 第 12 题 的 Schur 不 等 式 立即 得 出 结论 . 在 三 
角形 为 等 腰 三 角形 时 等 式 成 立 . 


站 一 所 以 二 sin BsinC > 
3 sin(B 十 今 ) A sin(B 十 分 ) 之 A si sin A 2 in A sin’ (B+ 分) 
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.5 点 中 必 
.1 Xn, 2Xxn， 3Xxny 4Xn 的 棋盘 均 有 裂缝 . 对 4Xn, 如 果 无 裂缝 ,在 4 十 nz 一 2 条 格子 线 中 , 坚 的 


了 血 2snc > 3 (算术 -几何 平均 不 等 式 )， 


9. 设 AD 交 BC 于 D', 则 人 BDO = BCO = LOBC, 所 以 OD x OD = 0B’* = R. wr 


和信 OCA， 八 04B 的 面积 为 Al ，A 人 xz，A 人 :， OD” 


3 人 ;十 人; 3 2v 人 :人 人; _ 3 
BI Var mR LL A Ta 


10. 设 了 为 AB 中 点 ,在 射线 DA 上 取 Ai, 使 DAi = DG X DC, 则 过 G,C 的 圆 与 DA 相 切 于 Ali, 所 


以 LCA1G 宇 CAG. 类 似 地 ,在 DB 上 取 Bi, CB1G 宇 人 CBG. 因此 在 人 CA1G， 人 《CB1G 均 为 


锐角 时 ,只 需 证 明 sinGC4AG 十 sin 一 CB， 'G< 在 CA1G， CBi1G 有 一 个 不 为 锐角 ,比如 


LCA1G 之 90" 时 ,只 需 证 明 1 十 sin 人 CB， 'G< 廊 不 妨 设 A1. Bi 就 是 原来 的 A, B. 这 时 (所) 


= 二 磺 ， 从 而 a? 十 九 二 2c*. sinZCAG 二 sinLCBG = (和 取 十 认 )sinC= 人 


a 


NY 
V2 2 一 aa 
a i 、_ a 二 fc _a++ 3 
一 友 sin C. 而 cosC 一 -一 7 所 以 2 sinC 三 


过 大 MA 2 2 
epee 7 sinLCAG + sinZCBG < 如 果 了 CAG 三 90" ,那么 CG? 宇 CA? 十 AM2. 即 


言 (21 十 2c: 一 导 ) 之 区 十 十 (25 十 2c: 一 a). 因为 十 严 = 二 2c 所 以 上 式 即 a: 之 7， 


sinA CBG = bsinC 一- 1— (Se) = V14z 一 于 一 1 (z= 乞 < 寺 )< 


V3a V3a 4 4V3 
1 Ld : 、 过 
TY 址 区 他 入伍 1 一 也: 1+sinCCBG 太 1+ 了 < 万 
习 题 41 


. 每 点 引出 Ci 条 垂 线 , 共 5C; = 30 条 垂 线 . 其 中 每 条 连 线 的 三 条 垂 线 互 相 平 行 ,每 一 个 三 角形 的 三 


条 高 相交 于 一 点 ,每 一 个 已 知 点 作出 C; 条 垂 线 ,所 以 交点 至 多 Cl 一 3GI 一 2G 一 5G 一 310 个 ， 


. 以 5 点 中 3 点 为 顶点 的 三 角形 ,至 少 有 3 个 不 是 锐角 三 角形 (根据 5 点 的 凸 包 进 行 讨论 ). 所 以 锐 


角 三 角形 的 个 数 < 总 数 的 (1 一 ) 


?一 1 条 至 少 各 划 过 2 Pa 横 的 4 一 1 条 至 少 各 划 过 1 张 骨 
牌 . 因而 骨牌 数 三 2(m 一 1) 十 (4 一 1) = 2n 十 1 之 久 之 ,矛盾 .类 似 地 ,6 X56 的 棋盘 也 有 裂缝 . 图 示 
表明 5X6,6X8 lr TT EA ee gy et 无 裂缝 . 因此 


习题 提示 与 解答 


必 出 现 裂 颖 的 仅 有 前 面 列举 的 情况 . 


5. 设 折线 第 i 节 长 4 ,在 正方 形 边 上 的 投影 为 w 与 6;, 则 1000 = > 儿 过 > ai 十 了 Wb. 不 妨 设 


a 三 500. 在 边 长 为 1 的 边 上 必 有 一 点 是 折线 上 大 于 等 于 500 个 点 的 投影 . 过 这 点 作 这 边 的 重 
线 即 可 . 

6. 将 正方 形 分 为 n 个 长 条 (图 中 二 3), 每 个 长 条 中 个 点 ( 相 邻 长 条 公共 边界 上 的 点 属于 任 一 个 长 
条 ,以 保证 点 数 为 n). 每 个 长 条 内 自 上 而 下 连 成 折线 . 再 将 这 些 折 线 连 成 一 条 ,连结 方式 有 两 种 ,如 
图 所 示 . 两 种 方式 的 连结 线 在 水 平方 向 的 投影 的 和 过 2, 所 以 必 有 一 种 方式 的 连结 线 在 水 平方 向 
上 的 投影 不 超过 1. 对 这 一 种 连结 法 ,折线 在 竖 直 方向 上 的 投影 之 和 过 ”在 水 平方 向 上 的 投影 之 
和 过 1 十 (n 一 1) 2》)h 过 n(h 为 长 条 的 宽 ). 所 以 折线 之 长 之 2n. 


I WP 


(第 6 题 ) 
7. 设 高 度 为 a 二 az 二 … > an 的 树木 ,生长 在 A，…，A， 处 . 折线 A1A，… A, 的 长 度 三 
(a 一 Q2) 十 (@2 一 3) 十 于 十 (a 一 an) 一 ai 一 二 100. 


8. 不 能 . 假设 有 这 样 的 点 P,Q, 则 每 一 份 面积 为 亏 . AABP, ACDP 的 面积 均 应 为 1/9 的 整数 倍 . 但 


它们 的 和 为 亏 . 矛盾. 


9. 作 一 个 充分 大 的 圆 包含 各 直线 的 交点 . 2n 条 直线 将 圆周 分 为 4n 段 . 相 邻 的 弧 不 能 同时 属于 两 个 
角 , 所 以 角 的 个 数 三 2n. 如果 等 号 成 立 , 则 2n 段 属于 角 的 弧 与 不 属于 角 的 弧 相 间 . 每 条 直线 的 两 
侧 各 2n 条 弧 . 如 果 直 线 1 ， 1; 构成 一 个 角形 的 部 分 , 夹 第 一 段 弧 ,那么 它 的 对 项 角 ( 夹 第 2 十 1 段 
浙 ) 也 是 被 分 成 的 部 分 ,但 这 是 不 可 能 的 . 

10. 对 归纳 , ”一 外 十 1 时 结论 显然 . 假设 命题 对 ?一 1 三 外 十 1 成 立 , 考 虑 对 的 情况 ,此 时 有 个 点 

4 ，4:，…， 人 ,使 得 集 A 中 除 直线 ! 外 ,其 余 直线 都 至 少 经 过 Al ，A: ，…，Au 中 某 个 点 . 不 妨 


设 经 过 Al 的 直线 最 多 ,条 数 >| 二 | -4 如 果 经 过 A! 有 上 十 2 条 直线 ,去 掉 其 中 一 条 4， 
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集 A 中 其 余 n 一 1 条 直线 ,由 归纳 假设 ,可 用 k 个 点 B;!，B;,…，B,.“ 钉 住 ”《 即 每 条 至 少 经 过 某 个 
Bi (1 过)), Al 一 定 在 Bi，B;,，…, 及 中 ,否则 过 A, 的 上 十 1 条 直线 ,每 条 需要 一 个 点 来 钉 住 
它 , 而 B; 仅 有 上 个 ,矛盾 ! 设 A = 了 ,那么 Bi,s Bss™"s B, 不 仅 钉 住 包 括 / 的 n 一 1 条 直线 ,而 
且 也 和 钉 住 4, 从 而 结论 成 立 . 如 果 经 过 Al 恰 有 上 十 1 条 直线 ,但 经 过 A 而 不 经 过 Ai 的 也 有 卡 十 1 
条 直线 ,那么 去 掉 一 条 过 A, 的 直线 i, 其余 n 一 1 条 可 用 个 点 钉 住 .根据 上 面 所 说 ,Al 是 其 中 
一 点 . 同样 道理 ,A, 也 是 其 中 一 点 (否则 一 1 个 点 不 能 钉 住 过 A 的 上 条 直线 ). 因此 这 个 点 实 
际 上 钉 住 A 中 全 部 直线 ,结论 成 立 . 

依 此 类 推 , 可 知 结论 仅 在 下 面 的 情况 不 成 立 : 过 A, 有 上 十 1 条 线 , 过 A; 不 过 Al 的 直线 三 
条 ,过 A; 不 过 Ai ， A; 的 直线 去 & 一 1 条 ， 过 A 不 过 Ai 外 “人 A- ! 的 直线 三 2 条 . 但 这 时 直 


本 通明 二 这 十 于 关 十 sm 十 于 = 外 十 2. 矛盾 ! 


如 果 每 条 蓝 弦 至 少 与 一 条 黄 弦 相 交 , 那 么 结论 成 立 . 因此 假设 有 蓝 弱 不 与 任何 黄 弦 相 交 . 同 理 可 
假设 有 黄 弦 不 与 任何 蓝 弦 相交 . 在 不 与 异 色 弦 相 交 的 弦 中 , 必 有 一 条 最 小 . 不 妨 设 蓝 弦 AB 是 这 
样 的 弦 . 这 时 劣 弧 人 中 的 黄 弦 必 与 蓝 弦 相交 ,但 不 与 AB 相交 ,所 以 劣 弧 AB 中 黄 点 是 偶数 个 , 蓝 
点 是 奇数 个 ,并 且 有 奇数 条 蓝 弦 与 AB 相交 . 设 它们 是 AiA1, A2As，…，A%:1Aau+1, 其 中 和 AA， 
Au, …， As 在 优 弧 AB 上 ,而 且 依 这 一 顺序 排序 ，4A4，A2,，…，A2- 则 在 劣 弧 AB 上 . 任 一 条 
与 Ai A; 相交 的 黄 弦 必 与 A4A, 或 42A, 相交 . 4;A,,， …, Axi4x 亦 是 如 此 .我 们 将 弦 AB 作为 
一 个 点 A ,并 将 Ai) Ai 和” AzxAax 改 为 弦 AiAs，…，Az-1Ax. 在 假定 结论 对 小 于 nn 的 数 成 
立时 ,现在 的 图 中 异 色 弦 的 交点 数 至 少 是 黄 点 的 一 半 . 从 而 原来 的 图 也 是 如 此 . 
n 一 1 时 结论 显然 成 立 . 因此 由 归纳 法 ,结论 对 一 切 ”成立 , 
棋盘 上 有 
6X6 一 2X11l 王 14 


个 空格 ,将 棋盘 分 为 4 个 3X3 的 模 盘 ,其 中 必 有 一 个 的 空格 数 汪 | 到- 不 妨 设 左上 角 至 少 有 


4 个 空格 . 如 果 9 是 空格 ,那么 2, 4, 6, 8 都 不 是 空格 (否则 已 经 能 再 放 1 张 骨牌 ). 但 2 与 8 处 
的 骨牌 都 必须 各 占 左 上 角 一 个 方 格 , 这 样 左 上 角 至 多 只 有 3 个 空格 . 

如 果 9 不 是 空格 ,那么 这 里 的 骨牌 还 要 再 占 一 个 方 格 ,这 又 可 分 为 两 种 情况 : 
1” 这 张 骨牌 在 8 与 9. 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 这 7 张 牌 中 至 少 有 4 个 空 
格 ,因而 1, 3, 5, 7 为 空格 (否则 有 两 个 相 邻 的 空格 可 能 放下 骨牌 ) ,但 
2 也 必须 为 空格 (否则 在 2 处 的 骨牌 无 法 占据 其 他 方 格 ), 因 此 可 放 骨 


牌 在 1, 2. (第 12 题 ) 
2” 这 张 骨牌 在 9 与 6. 7, 8, 1, 2, 3, 4, 5 组 成 的 序列 与 1 的 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 相当 ,同样 可 得 
结论 . 

习 题 42 


对 n 归纳 . 若 点 P, 引出 三 条 直径 PP;, PiP;, PiP,, 则 P ，P: ，P, 均 在 加 (Pi , R) 上 . 不 妨 设 
P; 在 忆 应 上 . 已 知 点 全 在 @O(P, R), ©(P;, R), ©(P,,R) 围 成 的 区 域 中 ,从 而 P; 仅 与 忆 的 


习题 提示 与 解答 


距离 为 R, 去 掉 P, 利用 归纳 假设 即 得 . 若 每 点 均 至 多 引出 两 条 直径 , 则 直径 条 数 三 名 =n. 在” 


为 奇数 时 , 正 n 边 形 的 项 点 即 为 所 求 的 集 , 有 nn 条 直径 (最 长 的 对 角 线 ). 在 @ CP， Pu Pu$3 ) 的 
弧 Pl Po 内 部 任 取 一 点 ,就 得 "十 1 个 点 有 nn 十 1 条 直径 . 

2. 不 成 立 . 如 正三 角形 .  - 

3. 存在 . 用 归纳 法 . 设 集 A 中 每 点 恰 与 集中 个 点 距离 为 1, 将 A 平移 得 一 点 集 Ai. 平移 距离 为 1， 
平移 的 方向 与 A 中 每 两 点 连 线 不 平行 , 则 A 门 Al 二名. 以 A 中 每 一 点 为 圆心 ,1 为 半径 作 圆 ,连结 
圆心 与 圆 的 交点 . 只 要 平移 方向 与 这 些 连 线 均 不 平行 , 则 对 于 A( 或 Ai) 中 一 点 ,Ai( 或 A) 中 恰 有 
一 点 与 它 的 距离 为 1. 于 是 AUA, 中 每 点 怡 与 AUA, 中 (n 十 1) 个 点 的 距离 为 1. 

4. nn 个 点 的 直径 记 为 A1A, ,依照 各 点 到 Al 的 距离 (从 小 到 大 ) 将 它们 编 为 A; , 4: , …, A,_1. 对 1 一 
7 二 kn, 人 AAA,>>120， 人 A,AiA, 二 60". 同样 “AAA 一 60". 所 以 三 面 角 Al -AA,A, 
的 另 一 面 角 “AAA 二 60 十 60° = 二 120” 从 而 A;A， 是 AAAA, 的 最 大 边 . 用 A, Al, A,(1 
二 i 二 站 ,A 代替 Al, A,, Aj, A 得 人 AiAiAj 二 120". 又 AAAA 120"，AAAA 二 120"， 
三 面 角 A; -AiAjAi 的 另 一 面 角 AAA 二 120". 所 以 人 AiAjAs 中 人 AAA， > 120". 

5. 考虑 抛物 线 y 二 x* 上 横 坐 标 为 1，2,，…, nn 的 点 . 

6. 用 例 10 的 图 42 - 6, 每 个 正六 边 形 一 种 颜色 , 相 邻 的 正六 边 形 颜 色 不 同 ( 公 共 边 界 上 的 点 染 两 种 中 
的 任何 一 种 ). 正六 边 形 边 长 为 a. 如 果 1N7 二 a 二 1/2, 则 同色 的 点 距离 不 为 1. 

用 hh 种 颜色 将 平面 上 的 点 染色 ,使 得 同色 的 点 距离 不 为 1, 则 及 的 最 小 值 满足 4 三 h 志 7. 前 一 不 等 
式 见 第 47 讲 例 9. 

7. 将 这 纸 片 放 在 坐标 系 中 . 然后 将 每 个 小 方 格 中 的 部 分 平移 到 同一 方 格 中 . 由 于 纸 片 面积 二 mw 小 
方 格 面 积 为 1, 必 有 一 个 被 纸 片 覆盖 十 1 次 . 将 坐标 轴 平 移 , 使 这 点 成 为 格 点 ,这 时 纸 片 就 覆盖 了 
n 十 1 个 格 点 . 


8， 考虑 夹 角 为 60 的 斜 坐标 ,以 4 为 坐标 轴 上 的 单位 ,这 时 坐标 网 构成 萎 形 ,每 一 个 的 面积 为 8V3. 记 
| |- 运 当 平移 坐标 ,在 所 覆盖 的 区 域 中 必 有 个 格 点 (利用 上 题 ) ,它们 的 距离 三 4, 因 而 分 别 


在 个 圆 中 ,这 些 圆 互 不 相交 , 面积 的 和 三 kx 三 一 -5. 


8V3 
9. 考虑 单位 圆 上 的 点 (cosa, sina) ,其 中 cos 一 1 ,上 为 任 一 有 理 数 . 这 时 sin 全 Et 让 


也 是 有 理 数 .而 任 两 个 这 样 的 点 (cos a，sin a)，(cosp, sinB) 之 间 的 距离 为 


V(cosa 一 cos 有 十 (sina 一 sin 有 7?) = V2 一 2cos(a 二 月 = 2cos “8= 2( cos cos 第 二 


sin 了 sin 号 ) 是 有 理 数 
10. 不 妨 设 顶点 为 (0, 0),(z，y),(z,， 1) ,并 且 (x 一 z)? 十 (y 一 1)* ==n. 易 知 格 点 三 角形 的 面积 为 有 
理 数 ,如 果 至 = 有 理 数 ,那么 R(e 十 6 十 c) 为 有 理 数 ,其 中 a, 6, < 是 边 长 . 因为 外 心 的 坐标 为 有 


理 数 ,所 以 R* 是 有 理 数 , (a 十 b 十 co)? 二 十 严 十 十 2(ob 十 be 十 m) 是 有 理 数 ,ob 十 t 十 oa 是 
有 理 数 9. ob 十 Kt = 二 g 一 oa, 平方 得 a 她 十 性 十 2Fac 一 于 十 cza2 一 2qac. 因为 a ,如 ,ec? 都 是 
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有 理 数 ,所 以 ac 是 有 理 数 . 同 理 ab, be 都 是 有 理 数 . 于 是 民 , 即 , c 这 三 个 整数 的 非 平方 因子 
相同 , 即 &z 一 mai2, 民 王 ?ic 一 maci ,其 中 ay 和 cl， m 都 是 整数 ,而 且 m 无 平方 因数 . 因 
为 n 无 平方 因数 ,所 以 m= 二 n, ci = 1. 又 两 边 之 差 |a 一 和 | 一 Vma | au 一 请 | 二 Vm, 所 以 a 一 轧 . 
让 十 太一 二 2(xz 十 W) 二 m(2a? 一 1), 所 以 m 是 偶数 ,而 且 不 被 4 整除 . 从 而 zx 与 yt 一 偶 一 
奇 . 不 妨 设 z 为 偶数 , 则 y, 为 奇数 . 但 式 十 y= ma 为 偶数 . 矛盾 . 所 以 R 与 7 的 比 不 是 有 
理 数 . 如 果 nn 可 以 有 平方 因数 ,那么 R 与 r 的 比 可 以 是 有 理 数 . 例如 格 点 (0, 0),(1, 7),(8, 8) 


所 成 三 角形 , R = 232, pe 
11. 参见 第 3 讲 例 7. 


习 咒 43 


1. 任 取 一 点 ww, 自 出 发 沿边 前 进 , 每 条 边 只 准 经 过 一 次 ,但 点 可 以 通过 任意 多 次 . 设 走 过 4 条 边 后 
不 能 继续 前 进 , 将 这 些 边 记 为 1,2, …, 4. 从 已 走 过 的 点 (包括 mm) 中 任 取 一 点 , 自 这 点 出 发 沿边 
前 进 ( 已 走 过 的 边 不 再 走 ) ,又 走 过 ls 条 边 不 能 继续 前 进 ,将 这 些 边 标 为 4 十 1，…, 4h 十 Lz. 照 此 继 
续 下 去 ,直至 任 一 走 过 的 点 均 不 与 未 标号 的 边 相 邻 . 这 时 所 有 的 边 均 标 有 号 码 , 并 且 若 一 点 引出 几 
条 边 , 则 其 中 有 两 条 边 的 号 码 是 连续 整数 或 者 有 一 条 边 为 1( 后 一 情况 仅 在 点 为 w 时 发 生 ). 

2， 即 证 明 图 是 连通 的 . 假如 图 不 连通 ,分 成 : 宇 2 个 分 支 ,各 分 支 的 点 (城市 ) 数 为 &h， ke，…，,k，ki 十 
已 十 十 到 二 20, 则 图 中 边 数 过 C2 十 C 十 … 十 (& (约定 G 一 0). 由 于 Co 十 C 一 


2 SE 2 
去 Ca 十 好 一 a 一 b= 二 (名 + 的 地 人 一 一 (a 十 的 )， 所 以 在 a 二 6b 一 定时 ,CG 十 G 随 


la 一 中 的 增加 而 增加 ,特别 地 , C 十 CG; 过 Co 于 是 ,图 中 边 数 志 Gm 十 G, 和 Ce = 171. 
与 已 知 图 中 有 172 条 边 矛 盾 . 因此 ,图 是 连通 的 . 

3. 显然 m= 二 1 时 ,n= 二 2. m 二 2 时 ,下 图 表明 天, 的 边 二 染色 时 ,不 存在 2 条 同色 的 边 ， 没有 公共 端点 
(图 中 连 出 的 3 条 边 表示 红色 边 , 未 连 出 的 3 条 边 表示 蓝 色 边 ). 因此 三 5. 
另 一 方面 ,对 于 Ks ,在 边 二 染色 时 ,如 果 所 有 边 同色 ,显然 有 2 条 边 AiA:，As:A, 同 
色 而 且 没 有 公共 端点 . 如 果 不 是 所 有 边 同 色 , 那 么 有 两 条 边 有 公共 端点 ,而 颜色 不 | 一 
同 . 设 它们 是 AiA, 与 AiAs ,这 时 无 论 A:A, 是 哪 一 种 颜色 ,它们 与 AlA: 或 人 As 
中 的 一 条 组 成 同色 而 且 没 有 公共 端点 的 边 . 所 以 款 = 5. (第 3 题 ) 
对 一 般 的 m, 猜 想 n 二 3m 一 1. 一 方面 ,在 完全 图 Kaw-: 中 , 取 2m 一 1 个 顶点 ,将 它们 
形成 的 子 图 Ks。_; 的 边 全 染 红 ,将 Ka :中 其 他 的 边 染 蓝 . 这 时 ,任意 zm 条 两 两 无 公共 端点 的 边 , 有 
2m 个 端点 , 必 有 一 个 点 不 在 上 述 子 图 Ks。_1 内 ,因而 必 有 一 条 边 不 是 红 的 . 又 不 在 Km-! 内 的 点 共 
(3m 一 2) 一 (2m 一 1) 一 m 一 1 个 ,以 它们 为 端点 的 蓝 边 ,至 多 有 mm 一 1 条 两 两 无 公共 端点 . 所 以 m 条 
两 两 无 公共 端点 的 边 , 必 有 一 条 是 红 的 . 因此 , ?三 3m 一 1. 
另 一 方面 ,用 归纳 法 可 以 证 明 n = 3m 一 1. 莫 基 已 经 完成 . 设 猜想 对 m 成 立 . 考虑 完全 图 Kam+2 的 
二 染色 . 如 果 所 有 边 同 色 , 那 么 2m 十 2 个 点 两 两 配对 , 连 成 的 m 十 1 条 边 即 为 所 求 . 如 果 不 是 所 有 
的 边 同色 ,那么 必 有 两 条 边 有 公共 端点 ,而 且 颜 色 不 同 . 设 它们 是 AiA: 与 Asm+z. 去掉 点 Al， 
A,，As, 2, 剩 下 的 完全 图 Ks,_1 中 ,根据 归纳 假设 ,存在 m 条 同色 的 边 , 两 两 无 公共 端点 . 再 添上 
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4 4: 或 A,Ax-:，, 便 得 到 m 十 1 条 同色 的 边 ,两 两 无 公共 端点 . 因此 , n = 3m 一 1. 

一 组 两 两 无 公共 端点 的 边 , 称 为 一 个 “匹配 ” 

. 首先 ,图 的 连通 分 支 不 是 树 ,因而 必 有 圈 . 我 们 证 明 : 每 点 次 数 都 大 于 2 的 图 , 必 有 一 个 圈 , 圈 长 不 
被 3 整除 . 

假设 不 然 . 图 中 任 取 一 圈 〇 ,由 A1A; ，A:A4A:，…，4sx4, 组 成 , 圈 长 为 38，A, 、A (Ci 兴 力 互 不 相 
同 . 由 于 每 点 次 数 宇 3, 圈 上 每 点 都 与 图 外 有 线 相连 . 若 圈 上 的 点 A;,、A; 之 间 有 一 条 链 S; AB，,， 
BiB,,…, B,-1B,，B,A, 相连 ,而 AiB1， BiB,,…，B,A, 都 不 在 原来 的 圈 〇 中 , 则 由 反 证 法 假设 ， 
S 的 长 加 上 A;Aj;i dk Aj-1A; 这 一 段 的 长 ,被 3 整除 ;S 的 长 加 上 AiAi+l 9 “"", AaxAl 9 Ai4， 9 
…， 4 一 A, 这 一 段 的 长 ,也 被 3 整除 . 因此 S 的 长 的 2 倍 被 3 整除 ,S 的 长 被 3 整除 . 

这 样 ,去 掉 圈 品 中 的 边 后 , 圈 上 的 任 两 个 点 A;,， A, ,它们 之 间 没 有 边 相 连 (S 的 长 不 为 1) ,也 不 都 与 
同一 个 点 有 边 相 连 (S 的 长 不 为 2). 将 圈 〇 缩 成 一 个 点 A, A 与 所 有 与 A, (1 过 i 过 3&) 相连 的 点 
均 相 连 . A 的 次 数 三 3k&, 其 余 点 的 次 数 与 原来 相同 , 仍 大 于 2. 新 图 中 的 任 一 圈 , 圈 长 仍 被 3 整除 (新 
增加 的 圈 即 上 面 所 说 的 链 S). 对 新 较 采 取 同 样 措施 ( 任 取 一 圈 , 将 它 缩 为 一 点 ). 这 样 继续 下 去 . 但 
图 的 点 数 有 限 , 不 能 无 穷 地 操作 下 去 . 所 以 图 中 必 有 图 长 不 被 3 整除 的 圈 . 

: 城市 w 至 多 与 3 个 城市 wu, 内， 六 相连 . ww，w 均 至 多 各 与 两 个 不 同 于 w 的 城市 相连 , 此 外 
没有 其 他 城市 (否则 从 w 到 该 城 至 少 经 过 两 个 城市 ), 所 以 城市 总 数 达 1 十 3 十 3 X 2 = 10. 下 图 表 
明 等 号 可 以 成 立 . 


(第 5 题 ) (第 6 题 ) 


. 7 一 5 与 郊 一 6 如 图 所 示 ， 

设 命题 对 n 成 立 . 考虑 ?十 2 个 点 ,使 自 w+ 至 w，…， mw 均 有 单行 道 , 自 mw, 内, ,ww 至 vs 均 
有 单行 道 , 自 :至 w*-: 有 单行 道 , 则 命题 对 ?十 2 成 立 . 从 而 命题 对 一 切 n 二 4 成 立 . 

.有 9 个 队 未 与 队 vw 赛 过 . 这 9 个 队 在 第 一 轮 比赛 中 至 多 组 成 4 对 所 杀 , 即 必 有 一 队 也 未 与 其 他 8 
队 比 赛 . 在 以 后 的 7 轮 中 ,w 至 多 与 其 中 7 个 队 赛 过 ,因此 必 有 办 未 与 wm 赛 过 四， 记 ， 沁 在 前 8 
显然 2 一 2% =G, 同 时 == (n 一 DD 一 所 以 Dy 一 SCn 一 ] 一 Zz)7 生 n(n 于 1): 一 


2n—1) oz On = n— Dnn—l)—2d zr)+ Dn = lt 

. 至 少 需 要 Cay/C3I= 21 家 航空 公司 . 21 家 航空 公司 可 以 满足 要 求 ( 数 表示 城市 ,每 五 元 集 表示 一 家 
公司 ) : 

但 2 01 125 33 和 5 1 

{1, 18, 19, 20, 21}, {2, 6; 10, 14, 18}, {2, 7, 11, 15, 19}; {2, 8, 12, 16, 20}, 

{275'95 13.°17, 21}, {3, 6, 12s 15; 21}. (8, 7).135 AW 20 (9; B10 17.,:19), 
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10. 


11. 


12. 


{3 9, 11s: 16s 18}5 {4»..6% 11 175 20}% (47; 10, 165 21}s 人 48711315， 18}， 

{4, 9, 12, 14, 19}, {5, 7, 12, 17, 18}, {5, 9, 10, 15, 20}, {5, 6, 13, 16, 19), 

(55 8311, 14, 21 六 

将 人 用 点 表示 ,对 打 过 招呼 的 两 个 人 ,在 相应 的 两 点 间 连 一 条 线 , 这 就 得 到 一 个 图 . 自 一 点 引出 的 两 
条 线 称 为 角 . 一 方面 ,每 点 引出 3& 十 6 条 线 , 形 成 Ch 个 角 ,12k 个 点 共 12k。Cie 个 角 . 男 一 方面 ， 
设 与 某 两 个 人 都 打 过 招呼 的 人 数 为 A, 则 有 4 个 角 , 角 的 两 边 分 别 过 这 两 个 点 . 因而 共有 h，Ciz 个 


角 . 于 是 12kC&ss 一 NCfa ; 即 尼 一 < 扑 十 6)(34 十 5) 从 而 161 一 12 — B25) (leh — 1 +421) ~- 


窑 关 对 . 显然 (3, 12k 一 1) = 1, 所 以 (12k 一 1) | 25X7. 由 于 12k 一 1 除 以 


4 余 3, 所 以 12k 一 1 = 二 7, 5X7, 5? X7, 其 中 只 有 124 一 1 一 5X7 产 生 整 数 解 必 王 3, h = 二 6. 
另 一 方面 ,考虑 6 个 完全 图 Ks. 将 第 i 个 完全 图 的 点 标 为 (i, 站 (1 三 i, j 达 6) .又 将 ;相同 的 
点 相连 ,将 坐标 差 相 同 的 点 相连 , 即 在 i 一 j == 六 一 六 时 ,将 点 (i, 站 与 (1, 六) 相连 ,这 样 每 点 引 
出 15 条 线 . 对 每 一 对 点 (i, 门 , (1, 7 ), 若 i 二 7, 即 这 两 点 在 同一 完全 图 中 ,这 完全 图 中 已 有 4 
点 与 它们 相连 ,其 他 点 中 ,有 (7 一 六 十 j 店 ， (i 一 j 十 六 ,了 六) 两 点 与 它们 均 相 连 , 而 且 也 只 有 这 
两 点 与 它们 均 相 连 .车 i 关 六 而 i 一 j= 二 六 一 六 , 则 (i, 7 六), (7, 由 与 这 两 点 均 相 连 , 对 i 关 i, 这， 
(i”, 一 i 十 站 也 与 这 两 点 均 相 连 . 此 外 没有 点 与 这 两 点 均 相 连 .车 i 关 六 并 且 i 一 j 关 壤 一 放 ， 
则 G2, 了， 让， (i i 一 十 六 )， (2 ,1 一 i 十 j) 与 这 两 点 均 相 连 ,此 外 (i 一 了 六 十 j, 站， 
(i 一 j 十 六 ,了 ) 也 与 这 两 点 均 相 连 . 没有 其 他 点 与 这 两 点 均 相 连 . 因此 ,上 面 的 图 满足 要 求 . 这 
个 图 也 可 以 表示 成 下 表 : 


lk =] 十 25 中 1 


每 一 行 表示 一 个 完全 图 ,每 个 方 格 表 示 一 个 点 . 同一 行 的 点 当然 彼此 相连 ,同一 列 的 点 也 彼此 相 
连 . 此 外 ,同一 标号 (例如 同 标 2) 的 点 也 彼此 相连 . 于 是 ,参加 会 议 的 人 数 为 36. 
将 珍珠 染 上 红 、 蓝 两 种 颜色 之 一 ,有 线 相连 的 珍珠 颜色 不 同 . 如 果 能 变 成 

项 链 , 红 、 蓝 两 种 珍珠 的 个 数 必须 相等 ,因此 m, ”中 至 少 有 一 个 为 偶数 . 
图 中 显示 m, n 中 至 少 有 一 个 为 偶数 时 ,可 形成 项 链 . 

仅 当 : 每 个 顶点 均 为 偶 顶 点 . 用 归纳 法 证 明 在 这 条 件 下 ,3|n. 在 nn 二 3 时 ， 

前 分 图 中 必 有 AAA:A:,， Ai,， 4:,， 4; 是 nn 边 形 A1A,…A, 的 相 邻 顶点 . 

以 AlAi 为 边 还 有 一 个 八 A1AiA;. 由 于 A; 为 偶 顶 点 民 和 关 4, 天 2, 多 边 形 
A;A…A; 中 除 A 外 ,每 个 顶点 均 为 偶 顶点 ,因而 A; 也 为 偶 顶 点 . 由 归纳 
假设 ,3 | (i 一 2). 同 理 3 | (n 一 i 十 2). 所 以 3|n. 

当 : 设 3 1n 时 ,有 剖 分 图 为 一 笔画 成 的 图 . 对 于 凸 n 十 3 边 形 ,Al 一 Ais 一 4 一 Ann 一 A, 一 


(第 11 题 ) 


13. 


14. 


习题 提示 与 解答 


4 一 Al 再 接 上 nn 边 形 AiAs…A, 的 圈 Al 一 … 一 A, 一 … 一 Al 就 得 到 ”十 3 边 形 的 圈 . 
假设 图 中 没有 四 边 形 , 又 设 点 A 的 次 数 d(A) 最 大 . 

如 果 d(A) = 7, 那么 其 余 7 点 B; (1 三 i1 夺 7) 均 与 A 相连 . 由 于 没有 四 边 形 ,B, 至 多 与 B; (2 去 
i 三 7) 中 一 点 相连 . 其 他 点 也 是 如 此 . 因此 B, (1 达 i 过 7) 之 间 至 多 有 3 条 边 . 图 中 边 数 过 7 十 3 
= 10. 

如 果 ad(A) = 6, 那么 6 个 点 Bi (1 过 ;过 6) 与 A 相 连 , 另 一 点 C 不 与 A 相连 . 同 前 ,C 至 多 与 B， 
(1 三 i 过 6) 中 一 点 相连 .因此 图 中 边 数 三 6 十 3 十 1 = 10. 

如 果 d(A) = 5, 那么 5 个 点 B; (1 三 i 过 5) 与 A 相连 , 另 两 点 Ci, Cs 不 与 A 相连 . B; 间 至 多 2 
条 边 , 每 个 G 与 B; (1 三 i 过 5) 至 多 连 1 条 边 ,CG 间 至 多 1 条 边 . 图 中 边 数 和 过 5 十 2 十 2X1 十 
1 一 10， 

如 果 a(A) = 4, 那么 4 个 点 B; (1 三 i 三 4) 与 A 相连 , 男 3 点 Ci， Cs, CG; 不 与 A 相连. B; 间 至 
多 2 条 边 ,C, 间 至 多 3 条 边 , 每 个 C 与 B (1 达 i 过 4) 至 多 连 1 条 边 .图 中 边 数 


< 二 2 二 让 3X 1 = 12; (1) 


在 等 号 成 立时 ,有 边 C1C;，C:C3,，CsC. 又 可 设 有 边 BB;，B;B,. 但 这 时 C (1 过 j 三 3) 中 只 能 
有 1 个 与 B，B: 中 的 1 个 相连 (否则 有 四 边 形 ). 同样 ,C (1 志 ; 三 3) 中 也 只 能 有 1 个 与 B; ，B， 
中 的 1 个 相连 . 因此 ,图 中 边 数 


十 十 3 中 2X1=]}. (2) 


即 (1) 中 等 号 不 能 成 立 .但 (2) 中 等 号 可 以 成 立 , 如 图 所 示 . 

如 果 d(A) = 3, 那么 总 的 边 数 三 3X 8 二 2 = 12. 由 于 等 号 成 立 ,所 以 
每 一 点 的 次 数 都 是 3. 

设 A 与 B 不 相连 ,与 A 相连 的 点 为 C，D, E, 与 B 相连 的 点 为 F,G， 
及, 三 点 集 {C, D, EE} 与 {F, G, 万 }) 中 至 多 有 一 点 相同 . 若 全 不 相同 , 则 
每 个 三 点 集 内 至 多 一 条 线 , 两 个 三 点 集 之 间 至 多 3 条 线 ,总 的 线 数 去 
11. 若 恰 有 一 点 相同 ,考虑 第 8 个 点 K, K 向 每 个 3 点 集 至 多 引 一 条 
线 , 与 d(K) 三 3 了 矛盾. 

9 个 点 分 成 3 组 ,每 组 3 个 点 , 同 组 之 间 不 连 线 ,不 同 组 的 点 均 连 线 . 共 连 成 27 个 三 角形 ,而 没有 
完全 图 K,. 

另 一 方面 ,如 果 三 角形 的 个 数 之 28 个 ,那么 | 踊 愉 3 | = 10, 必 有 一 点 A 成 为 至 少 10 个 三 角形 的 
公共 顶点 . 这 点 A 的 “对 边 "至 少 10 条 . 由 于 没有 Ks ,这 10 条 边 的 端点 不 能 构成 三 角形 . 设 它们 


共 n 个 , 则 由 例 2, 它 们 之 间 至 多 连 | 芯 | 条 线 


Ci 
(第 13 题 ) 


[他 二 10, 所 以 n 宇 7. 于 是 A 的 次 数 为 7 或 8 
若 A 的 次 数 为 8, 即 A 与 每 一 点 相连 , 则 其 余 8 点 不 能 构成 三 角形 ,彼此 之 间 的 连 线条 数 < 
| 号 |= 16 条 . 三 角形 的 个 数 二 16. 


若 A 的 次 数 为 7, 则 仅 有 一 点 也 与 A 不 相连 . 其 余 7 点 之 间 所 连 线段 条 数 < | 艺 | = 12. 三 角形 
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的 个 数 三 12 x2= 24. 
于 是 至 多 有 27 个 三 角形 . 


习 器 44 


. 已 知 人 有 一 个 梢 . 从 这 点 出 发 沿边 前 进 , 由 于 没有 圈 , 所 经 过 的 点 互 不 相同 ,一 直 走 到 无 法 再 走 ， 


这 时 的 点 是 又 一 个 梢 . 


， 共 有 ma(z 一 1) 十 za 一 1) 一 2nm 一 m 一 n 段 路 ,十 字 路 口 (点 )mn 个 .将 图 改 成 树 T。 ,应 封闭 2 


一 一 7 一 (nm 一 1] 二 nm 一 m 一 nn 十 1 段 路 . 


. 如果 上 用 必 的 烟 点 火 ,就 在 vv 与 v) 间 连 一 条 边 . 这 就 产生 一 棵 nn 个 点 的 树 , 只 要 确定 第 一 个 点 烟 


的 人 ,其 余 的 烟 就 可 依次 点 着 . 由 下 题 , 树 有 mw" 种 ,第 一 个 人 有 种 选择 ,所 以 点 烟 方式 共 
nn”! 种. 


， 设 点 为 如 ,区 ，…，w(*). 对 任 一 树 T,, 设 (x* ) 中 第 一 个 出 现 的 T, 的 梢 为 w ,将 ,及 连结 它 的 


边 vi ww 去掉, 剩 下 的 树 TT 一! 在 (x ) 中 的 第 一 个 梢 为 ww ,将 w 及 边 vi, vv, 去 掉 , 如 此 继续 下 去 得 
到 序列 (ww ， 友 ，…， 厂 ，) .反之 由 (ww ，…， 也 ，)(C* *) 可 构造 树 T,. 为 此 先 取 ( x ) 中 第 一 个 
不 在 (x * ) 中 的 点 w 将 它 与 相连 ,从 (x ) 中 去 掉 ww ,(C* x ) 中 去 掉 第 一 项 ,再 取 第 一 个 不 在 
(* x ) 中 的 w 与 w, 相连 ,如 此 继续 下 去 . 最 后 将 (* ) 中 剩 下 的 一 个 点 与 包 _, 相连 . 于 是 下 与 
(x x ) 一 一 对 应 ,而 (* * ) 的 个 数 为 m7. 


， 对 路 口 ( 点 )A 与 B 的 距离 a 进行 归纳 . n 二 1 时 ,由 已 知 还 存在 一 点 C 关 A,C 与 B 的 距离 为 1( 否 


则 从 B 到 其 他 点 必 经 过 A). 有 A 到 C 的 不 过 B 的 路 .于 是 从 A 到 B 还 有 一 条 与 (A，B) 不 同 的 路 
( 先 由 A 到 C, 再 由 C 到 B). 设 命题 在 距离 二 nn 时 成 立 , 4(A, B) = n. 设 在 A 到 B 的 最 短路 上 与 
4 相 邻 的 点 为 C. 由 归纳 假设 ,从 C 到 B 有 两 条 不 相交 的 路 p,q. 车 pp 或 9 过 A, 则 结论 成 立 . 设 
pP，9 均 不 过 A. 由 已 知 存在 A 到 B 而 不 经 过 C 的 路 7. 若 7 不 与 p 或 g 相交 , 则 结论 成 立 . 若 r 先 
与 p 相交 , 则 从 A 沿 r 到 此 交点 ,然后 再 沿 p 到 B 是 一 条 路 ,从 A 到 C 再 沿 g 到 B 是 另 一 条 路 . 


. 7 二 5. 首先 /2, V2， 一 /2， 一 V2 这 四 个 数 中 任 取 三 个 ,总 有 两 个 数 的 和 为 有 理 数 ,所 以 n 三 5. 其 


次 ,五 个 无 理 数 zx, y, z， xy,v 中 , 若 两 数 的 和 为 有 理 数 , 则 连 一 条 边 . 这 样 的 图 中 无 三 角形 ,否则 由 
zz 十 y，y 十 zx， zx 十 工 为 有 理 数 导出 zx 为 有 理 数 . 同样 ,图 中 也 无 五 边 形 (连结 五 点 的 圈 ). 车 有 一 点 x 
至 少 与 三 个 点 y，zy & 相连, 则 y,z, u 即 为 所 求 的 三 个 数 . 若 工 至 多 与 一 点 v 相连 ,由 于 y, z, 
中 有 两 点 y, < 不 相连 ,+z，y, z 即 为 所 求 . 若 每 一 点 均 与 两 个 点 相连 , 则 形成 五 边 形 ( 即 图 为 一 笔画 
成 的 圈 ). 


. 由 于 道路 有 限 ,如果 骑士 不 停 地 走 下 去 , 必 有 一 条 边 uv 被 重复 无 限 多 次 ,从 而 必 有 两 次 从 同一 边 


zu 进入 uv. 由 此 逆 推 又 必 有 两 次 从 同一 边 yz 进入 xu ,等 等 . 最 后 导出 行程 中 必 到 达 自 己 的 城堡 . 


. 可 以 .图 是 连通 的 ,考虑 它 的 生成 树 , 去 掉 生 成 树 的 梢 及 与 它 相连 的 边 ( 树 枝 ). 这 样 继续 下 去 ,直至 


去 掉 200 个 点 , 剩 下 的 图 仍然 连通 . 


(a) 考虑 两 部 分 图 C，G 的 一 部 分 点 是 X ”的 元 素 ( 即 X 的 r 元 子 集 ), 另 一 部 分 点 是 X"” ?的 元 


素 . 如 果 -元 子 集 A C (r 十 1) 元 子 集 B, 就 在 点 A, B 之 间 连 一 条 边 . 
每 个 A 包含 在 n 一 r 个 r 十 1 元 集中 ; 即 每 点 A 的 次 数 为 n 一 r, 每 &k 个 A 的 次 数 之 和 为 k(n 一 7). 


13. 


14. 


15. 


习题 提示 与 解答 


每 个 B 包 含 + 十 1 个 + 元 集 , 即 每 点 B 的 次 数 为 7 十 1. 因此 与 每 & 个 A 相 邻 的 B 至 少 有 
[二 中 |> 个 . 根据 例 6, 存 在 从 Xm 到 Xe 的 单 射 矿 ,对 每 个 AE Xm 有 f(A) 一 BA. 
(b) 考虑 补 集 即 化 为 (a)， 


. 将 人 用 点 表示 . 如 果 一 个 男生 认识 一 个 女生 ,就 在 相应 的 两 点 之 间 连 一 条 边 . 问题 即 证 明 所 得 的 


图 有 一 条 哈密 尔 顿 圈 . 先 让 男女 相间 地 围 成 一 个 圈 , 然 后 再 用 例 11 的 方法 调整 . 


. 将 8 行 作为 8 个 点 ,8 列 也 作为 8 个 点 . 如 果 在 第 i 行列 有 一 个 选 定 的 方 格 ,就 在 点 zi 与 之 


间 连 一 条 边 ,这 就 得 到 一 个 2 正则 的 两 部 分 图 . 它 有 1 因子 . 将 这 个 因子 的 边 染 成 红色 也 就 是 将 
相应 的 8 个 方 格 染 成 红色 ,其 他 的 方 格 染 成 蓝 色 , 则 它们 满足 要 求 . 


. 先 将 n 个 点 依 任意 次 序 排 在 圆周 上 . 如 果 点 u 与 右 旁 的 点 v 不 相连 ,那么 在 圆周 上 一 定 有 点 与 


u 相连 并 且 ww 右 旁 的 点 v 与 v 相连 ,按照 例 11 进行 调整 即 可 ， 
如 果 没 有 哈 氏 圈 ,根据 上 题 , 必 有 两 个 不 相连 的 点 u,v, 它 们 的 次 数 之 和 这 n 一 1. 在 这 个 点 组 
成 的 完全 图 中 ,每 两 点 的 次 数 之 和 为 2n 一 2, 所 以 这 图 比 天, 至 少 少 (2n 一 2) 一 1 一 (n 一 1) 一 7 一 


2 条 边 , 总 边 数 三 Ci 一 (n 一 2) = 1, 与 已 知 矛盾 . 


任 取 一 点 染 上 任 一 种 颜色 , 设 已 经 有 上 个 点 染 上 颜色 ,颜色 的 种 数 三 d 十 1, 并 且 相 邻 的 点 颜色 不 
同 . 任 取 一 个 未 染色 的 点 ,由 于 次 数 三 d, 与 它 相 邻 的 已 知 染 色 的 点 至 多 有 d 种 颜色 ,将 这 点 染 上 
另 一 种 颜色 . 这 样 就 可 用 & 十 1 种 颜色 将 G 的 点 全 部 染色 ,并且 相 邻 的 点 颜色 不 同 . 

在 任 一 种 “好 的 ”染色 中 ,计算 每 个 点 引出 的 蓝 色 棱 的 条 数 ,然后 相 加 . 由 于 每 条 蓝 色 校 被 算 了 2 
次 ,总 和 是 偶数 . 红色 .紫色 也 是 如 此 . 而 每 个 3 次 的 点 引出 的 蓝 、 红 .紫色 的 棱 都 是 1 条 ,所 以 这 
种 点 引出 的 蓝 、. 红 .紫色 的 棱 , 总 数 都 相等 ,奇偶 性 当然 相同 . 从 而 自 A 引出 的 3 种 颜色 的 棱 数 , 奇 
偶 性 相同 .由 于 A 引 出 5 条 楼 ,所 以 A 引 出 的 蓝 . 红 、 紫 色 棱 的 条 数 都 是 奇数 , 即 一 种 颜色 的 棱 3 
条 , 另 两 种 颜色 的 棱 各 1 条 . 

假设 没有 一 种 “好 的 ”染色 ,其 中 有 3 条 由 A 引 出 的 相 邻 的 棱 被 染 成 相同 的 颜色 . 我 们 证 明 由 A 
引出 3 条 蓝 色 棱 的 不 同 的 好 的 染色 ,数目 是 5 的 倍数 . 其 他 两 种 颜色 同样 如 此 . 这 与 已 知 巴 丑 . 
设 由 A 引 出 的 棱 依 次 为 AB;, ,，AB:, AB;, AB, , AB:. 其 中 作为 红色 与 紫色 的 棱 的 两 个 顶点 ,有 
5 种 可 能 :(B, ，B,)，(B: ，B;)，(B:，B, )，(B, ，B: ) ，(Bs ，B;: ). 将 与 这 5 种 情况 相应 的 “好 的 ” 
染色 数目 分 别 记 为 k14 » kzs 9 ki » R42 9 ks;. 

我 们 证 明 , ks: 达 kss. 设 在 某 种 好 的 染色 中 ,AB, 为 红 ,AB; 为 紫 . 考察 去 掉 紫 色 棱 后 的 图 . 图 中 和 A 
的 次 数 为 4, 其 余 点 次 数 均 为 2. 因此 ,这 个 图 由 若干 个 圈 组 成 . 其 中 一 个 圈 包 含 棱 AB, 及 一 条 过 
A 的 蓝 色 的 棱 . 将 这 个 圈 上 的 棱 改 变 颜色 , 红 的 改 为 蓝 的 , 蓝 的 改 为 红 的 ,得 到 另 一 种 好 的 染色 . 
上 述 过 A 的 蓝 色 的 棱 有 3 种 情况 (如 图 ). 


了 -一 778: Re 
BA | \ pa SS 
站 Br 有 


(第 16 题 ) 


如 果 是 AB; 或 AB, ,那么 在 改变 颜色 之 后 ,有 3 条 相 邻 的 棱 同 为 蓝 色 (AB:,， AB;, AB, 或 AB)， 
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4AB:，AB; ), 这 不 可 能 . 因此 ,只 能 是 ABs 这 一 种 ,改变 后 得 到 的 是 (B: ，B; ) 的 那 种 染色 . 不 同 的 
染色 改变 后 得 到 的 染色 不 同 , 所 以 ks 过 ks;. 
同 理 ， kss < kal < ki < ki2 二 kz;. 因此 


kz; = kss = Al 一 kasz = kzs. 
即 由 A 引出 3 条 蓝 色 棱 的 不 同 的 好 的 染色 ,数目 是 5 的 倍数 . 从 而 产生 了 矛盾 . 


习 题 45 


. 先 在 棱 上 任意 标 上 箭头 . 考虑 各 个 顶点 的 人 次 的 和 . 由 于 箭头 总 数 为 偶数 ,所 以 人 次 的 和 是 偶数 . 


和 人 次 为 奇数 的 点 ,个 数 是 偶数 . 
沿 多 面体 的 棱 取 一 条 折线 ,连结 两 个 人 次 为 奇数 的 顶点 ,改变 折线 上 各 条 棱 的 箭头 方向 . 这 时 折线 
两 端 ,入 次 为 奇数 的 顶点 变 成 人 次 为 偶数 的 顶点 ,而 折线 上 其 他 点 的 人 次 保持 不 变 . 这 样 的 操作 使 


. 从 一 个 顶点 沿 箭头 方向 前 进 , 经 有 限 多 步 后 ,所 走路 线 中 出 现 圈 . 考虑 以 这 圈 为 边界 的 半 个 多 面体 


的 那些 面 . 过 圈 上 一 点 还 有 一 条 棱 , 箭 头 方向 从 这 点 引出 或 指向 这 点 . 前 者 沿 箭头 方向 前 进 , 后 者 
每 次 逆 着 箭头 方向 前 进 . 有 限 步 后 又 得 到 圈 ( 可 能 与 前 一 个 圈 有 公共 部 分 ). 再 考虑 以 新 图 为 边界 
的 更 小 的 部 分 . 如 此 继续 下 去 ,直至 得 到 的 圈 恰 好 是 一 个 面 的 边界 . 


， 集合 {a， b， c) 中 的 元 素 满 足 a>b, bc,， ca, 则 {a， b， c} 满 足 要 求 . 


男 一 方面 ,如 果 S 中 的 元 素 个 数 二 4, 那么 元 素 a 与 3 个 元 素 5, c,d 的 关系 中 , 必 有 2 个 相同 . 设 
a—>b, a—>c( 或 b>a，c>a). 这 时 无 论 ,ec 的 关系 如 何 , 均 与 性 质 (2) 了 矛盾 . 
因此 ,S 至 多 有 3 个 元 素 . 


.首先 ,将 第 一 年 修 路 时 的 单行 线 染 上 红色 并 标 上 箭头 表示 行车 方向 . 


对 一 条 红色 边 A 一 B, 在 第 一 年 修 路 时 ,有 一 条 由 B 到 A 的 路 ,由 一 些 红 色 边 与 一 些 尚 未 染色 的 边 
组 成 ,红色 边 的 方向 均 与 前 进 方向 一 致 .将 未 染色 的 边 也 染 成 红色 ,并 标 上 箭头 与 前 进 方向 保持 一 
致 . 得 到 一 条 A 一 B->… 一 A 的 红色 轿 . 

对 为 一 条 红色 边 CD, 同 样 得 到 一 条 由 CD 再 由 DD 经 过 若干 边 到 C 的 红色 圈 . 这 圈 如 与 上 面 
的 红色 圈 A 一 B 一 … 一 A 无 公共 部 分 ,或 有 公共 部 分 而 公共 部 分 方向 相同 , 则 不 必 更 改 . 如 与 A->B 
一 …A 有 公共 部 分 ,而 且 公 共 部 分 方向 相反 ,如 图 所 示 , 则 F 一 … 一 G 


eo ， 万 再 : 

E 的 一 段 可 以 改 走 Se 
下 一 人 人 一 天 ag \ 

gp , , es | 

这 样 仍 有 一 条 C 一 D>…C 的 红色 轿 . G—™——E 

对 每 一 条 红色 边 均 这 样 处 理 i 

最 后 ,将 剩 下 的 未 染色 的 边 , 按 第 二 年 修 路 时 规定 的 单行 线 方向 标 上 箭头 ， -一 

这 样 ,全 城 街道 都 标 上 了 箭头 , 变 成 单行 线 . 我 们 证 明 这 时 可 从 任 一 地 点 X (第 4 题 ) 


驱车 到 其 他 的 任 一 顶点 Y. 
为 此 , 取 第 二 年 修 路 时 X 到 Y 的 路 . 这 条 路 上 现在 已 标 好 箭头 . 如 果 是 未 染色 的 边 , 它 的 方向 当然 
与 前 进 方向 相同 . 如 果 是 红色 的 边 , 它 的 方向 可 能 与 前 进 方向 相同 ,也 可 能 与 前 进 方向 不 同 . 后 者 


习题 提示 与 解答 


则 是 一 个 红色 圈 上 的 一 条 边 . 将 这 条 边 或 这 条 边 及 以 后 几 条 方向 相同 的 边 , 换 成 圈 上 的 其 余 的 边 ， 
这 些 边 的 方向 即 与 前 进 方向 相同 . 于 是 ,总 可 以 从 和 沿 标定 的 单行 线 驱车 到 Y. 

. 2n 个 人 作为 点 ,朋友 之 间 连 边 ,得 一 个 图 G. 

如 果 G 中 有 奇 顶 点 A. 设 4 与 B，B:,，…，B, 相连 ,为 奇数 . 考虑 Bl ，B, , …，B 所 成 子 图 G.. 
G 中 奇数 点 个 数 为 偶数 ,所 以 个 点 中 必 有 一 点 是 偶 顶 点 . 设 它 为 Bi, 则 A 与 Bi 的 公共 朋友 为 
B: ，B; ，…，B， 中 的 偶数 个 . 

因此 ,可 设 G 中 每 一 点 都 是 偶 顶 点 . 

设 点 和 与 Bi，B:，…，B 相连 ,k 为 偶数 . 在 图 G 中 去 掉 点 A 及 A 所 连 的 边 ,又 去 掉 图 中 不 与 
B; (1 三 i 这 上 ) 相连 的 边 . 得 到 图 G.G 有 2n 一 1 个 顶点 ,其 中 奇 顶 点 个 数 为 偶数 ,因而 必 有 1 个 偶 
顶点 ,这 个 偶 顶 点 不 是 B; (1 达 i 三 ,因为 B; 在 G 中 是 偶 顶 点 ,在 G 中 是 奇 顶 点 (B; 在 G 中 的 次 
数 比 在 G 中 的 次 数 少 1). 设 这 个 偶 顶 点 为 C, 则 C 与 A 的 公共 朋友 数 为 偶数 . 

.只 考虑 新 独立 国家 的 668 个 城市 . 以 它们 为 点 ,它们 之 间 的 单行 道 为 有 向 边 ,形成 一 个 有 向 图 G. 
假设 结论 不 成 立 , 则 G 中 有 一 个 点 A ,不 能 到 达 另 一 个 点 B. 

设 A 能 到 达 的 点 (包括 A 本 身 在 内 ) 有 a 个 . 这 些 点 构成 的 子 图 为 X; A 不 能 到 达 的 点 有 2 个 (其 
中 当然 有 B) ,这 些 点 构成 的 子 图 为 Y. 显然 


a 二 b= 668. 
X 与 Y 之 间 的 有 向 边 ,都 是 由 Y 的 点 指向 X 的 点 (因为 Y 的 点 不 属于 X). 


先 设 a 三 5, 于 是 < 三 和 一 334. 


在 图 Y 中 ,点 的 出 次 和 = 和 次 和 = 边 数 = G 一 入 元. 因此 ,Y 中 出 次 最 大 的 点 已 ,出 次 三 
和. 从 而 在 G 中 , 己 的 出 次 


b— 1 _Q& 十 (十 b 一 1) _ a 二 +668 一 1] 334 十 668 一 1 本 
人 Te ns 之 500. 
与 已 知 矛 盾 . 
在 a 二 5b 时 , 改 取 久 中 入 次 最 大 的 点 下 ,同样 导致 矛盾 . 
.以 城市 为 点 ,航线 为 边 ,得 一 个 图 G. 


每 个 航空 公司 的 航线 及 航线 的 端点 构成 G 的 子 图 . 子 图 中 每 两 条 边 都 有 公共 端点 ,因而 只 能 是 三 
角形 或 “ 刺 独 ”, 即 有 一 个 公共 端点 A 的 若干 条 边 . 

二 1 时 ,如 果 这 个 公司 ( 子 图 ) 是 三 角形 ,将 它 的 3 个 顶点 分 属 3 组 ,其 余 n 一 3 个 点 均 放 入 第 一 组 
即 可 . 如 果 这 个 公司 是 “ 刺 狂 ”, 将 公共 端点 A 分 在 一 组 ,其 余 的 点 分 在 另 一 组 即 可 . 

假设 结论 对 于 一 1 成 立 . 考虑 上 的 情况 . 

如 果 有 一 个 公司 ( 子 图 ) 是 “ 刺 猎 ”, 将 它 的 公共 端点 A 去 掉 . G 中 剩 下 的 点 构成 的 子 图 ,只 会 有 一 
1 个 航空 公司 ,根据 归纳 假设 ,可 分 为 k 十 1 组 ,同一 组 的 点 不 相 邻 .将 A 归于 第 k 十 2 组 即 可 . 

如 果 所 有 航空 公司 都 是 三 角形 ,G 共有 3k 条 边 .nn 个 点 当然 可 以 分 为 n 组 (每 组 一 个 点 ) ,同一 组 的 
2 个 点 没有 连 线 . 假设 最 少 可 将 个 点 分 为 m 组 ,同一 组 的 2 个 点 没有 连 线 . 这 时 ,每 两 组 之 间 至 
少 有 一 条 边 , 否 则 可 将 两 组 合并 ,与 m 为 最 少 矛 盾 . 于 是 ,图 中 至 少 有 Cs 条 边 . 3k 宇 C2 = 


263 


全数 学 竞赛 研究 教程 


264 


于 可 一 上 ,所 以 m 过 十 2. 


. 先 考虑 染 上 1、2 两 种 颜色 的 边 及 它们 的 端点 所 成 的 子 图 Gi. 


在 G@ 中 ,如 果 有 长 度 为 奇数 (由 奇数 条 边 组 成 ) 的 圈 , 那 么 圈 上 一 定 有 2 条 相 邻 的 边 同色 ,不 妨 设 
A1A:;，AsA; 都 是 第 1 种 颜色 . 由 已 知 ,A:A, A,A; 都 是 第 2 种 颜色 ,，…. 由 于 圈 长 为 奇数 ， 
4.A, AlA: 应 当 同 色 ,但 A,A: 与 A:A; 同色 ,而 A,A, 与 A:A: 不 应 同色 . 矛盾 表明 Ci 中 没有 
长 度 为 奇数 的 圈 . 

G1 可 分 为 若干 个 连通 分 支 . 在 每 个 连通 分 支 中 , 任 取 一 点 v 作 为 起 点 ,由 v 经 奇数 条 边 到 达 的 点 
归于 集合 Vi ,经 偶数 条 边 到 达 的 点 (包括 vv 本身) 归于 集合 Vi. 由 于 G 中 没有 长 为 奇数 的 圈 , 这 样 
的 分 类 是 合理 的 , 即 每 一 点 的 归属 是 唯一 确定 的 ,在 Vi 的 点 之 间 没 有 G; 的 边 . Vz 也 是 如 此 . 

同样 ,考虑 第 3, 4 两 种 颜色 的 边 及 它们 的 端点 所 成 的 子 图 Cr. Gz 的 顶点 可 分 为 V, Vs 两 个 集 ， 
Vs 的 点 之 间 没 有 Gz 的 边 .V: 也 是 如 此 . 

G 的 顶点 可 分 为 4 个 集 : Vi nyv ywnwv'yyv 门 Vs, Vz 门 V. 每 个 集 的 内 部 ,没有 相 邻 的 顶点 . 


. nn 三 1 时 ,m 二 6. 一 方面 ,五 边 形 是 三 连 的 图 ,但 没有 三 角形 (1 叶 风 车 ). 另 一 方面 ,由 第 47 讲 例 1 


可 知 6 个 点 的 三 连 的 图 中 必 有 三 角形 . 

n 宇 2 时 ,m = 4n 十 1. 

一 方面 , 取 42 点 ,前 2n 个 点 组 成 完全 图 Ks, ,后 2 个 点 也 组 成 Ks, 但 两 个 Ks 之 间 无 边 相 连 . 这 
个 图 是 三 连 的 ,但 没有 nn 叶 的 风车 , 

男 一 方面 , 设 G 是 4n 十 1 个 点 的 三 连 图 . 

任 取 一 点 O. 设 与 O 〇 相连 的 点 为 A1，A;，…，Ai ,不 与 O 〇 相连 的 点 为 Bl ，B;,，…，B; , 则 上 十 h == 
4n. 这 时 有 以 下 三 种 情况 : 

(1) 三 2 十 1. 

由 于 图 为 三 连 , 所 以 每 三 点 中 有 2 个 相连 ,因此 ,可 设 A,, A, 相连 ,4A: ，A, 相连 ,…, 直 至 4 ， 
Azm，Azn+1 中 可 设 As,-1，Az, 相 连 . 于 是 O, A ，A4A: ，…，Azs-1，A» 成 n 叶 风 车 ,其 中 〇 是 风车 的 
"en. 

(2) 六 之 27 十 1 

由 于 图 为 三 连 , 而 B;，B, (i 关 7 不 与 OO 相连 ,所 以 B, 与 B) 一定 相连 . B ，B;,…，B,,+1 成 完全 
Kza+1 ,含有 nn 叶 风 车 (可 以 任 一 点 B; 为 风车 的 中 心 ). 

(3)&k=h= 2n. 

这 时 Bi (1 过 i 过 2n) 成 完全 图 K,. 如 果 有 一 点 Ai 与 B; (1 壹 i 三 2n) 中 两 个 点 , 设 为 Bi，B, 相 
连 , 那 么 Bi,， A; ， B;, B;, »…, Bz 成 n 叶 风 车 (以 Bi 为 中 心 ). 如 果 每 个 A 至 多 与 一 个 B; 相连 (1 
三 i jj 三 2n), 那么 Al, A 必 与 某 个 B; 均 不 相连 (因为 2n 二 2). 由 于 图 是 三 连 的 ,Al 与 A: 相连 . 
同 理 每 两 个 A; , A, 均 相 连 (1 之 i 二 1 过 2n). 于 是 Al， As,…, A 成 Kz,, 它 与 O 〇 组 成 以 O 为 中 
心 的 n 叶 风车 . 


.只 和 需 对 & 二 1 证明 . 首先 ,如 果 图 中 有 2 个 次 数 为 m 的 点 相连 ,去 掉 相连 的 边 .于 是 可 设 图 中 次 数 


为 m 的 点 均 不 相连 . 令 X 为 图 中 次 数 为 m 的 点 所 成 的 集 ,Y 为 其 余 的 点 所 成 的 集 ,去 掉 Y 中 各 点 
间 的 连 线 ,得 到 一 个 新 图 G'.G 是 两 部 分 图 . 对 于 X 的 任 一 个 子 集 Xi , 令 YY 是 与 Xi 中 的 点 有 边 
相连 的 点 集 . Xi 与 到 之 间 共 有 m| Xi | 条 边 ,而 区 的 点 次 数 均 小 于 m, 所 以 必 有 | Xi | 一 | 到 上. 
由 第 44 讲 例 6 的 荷 尔 定理 ,存在 包含 X 中 所 有 点 的 一 个 匹配 (1 因子 ). 在 G 中 去 掉 这 个 1- 因子 . 


11. 


12. 


习题 提示 与 解答 


得 到 的 新 图 ,每 一 点 的 次 数 夺 m 一 1, 并 且 三 n 一 1. 

以 队员 为 点 ,在 认识 的 人 之 间 连 边 ,得 到 一 个 图 G. 由 上 题 ( 取 k== 30, ”一 50, m 二 100) 得 图 G， 
每 点 次 数 宇 20, 并 且 志 70. 

对 图 G 中 的 每 一 点 A, 取 定 20 个 与 它 相 邻 的 点 . 取 定 的 点 可 能 有 重复 ,重复 的 次 数 科 70. 以 这 些 
取 定 的 点 为 顶点 作 一 个 新 图 五 ,在 互 中 原先 与 同一 点 相 邻 的 20 个 点 互相 连接 . 这 样 得 到 的 图 互 
中 ,每 一 点 次 数 三 70 Xx (20 一 1) = 1330. 由 习题 44 第 14 题 知 可 用 1 331 种 颜色 将 五 的 顶点 染 
色 ,使 得 相 邻 的 点 不 同色 .图 G 的 点 ,在 五 中 的 ,保持 这 一 颜色 ;不 在 互 中 , 均 染 第 一 种 颜色 . 这 
时 G 中 每 一 点 ,与 它 相 邻 的 点 中 至 少 有 20 种 不 同 的 颜色 . 

n= 二 10., 

以 头 为 点 , 颈 子 为 边 , 得 一 个 图 ,100 条 边 ， 

如 果 有 一 点 A 的 次 数 过 10, 对 着 与 A 相 邻 的 至 多 10 个 点 , 斩 掉 与 它们 相连 的 边 . 至 多 斩 10 次 , 即 
可 使 A 次 数 为 0, 即 击败 多 头 蛇 . 因此 可 设 每 点 次 数 宇 11. 2X 100 二 11 二 19. 图 中 至 多 18 个 点 . 
每 点 不 相 邻 的 点 三 18 一 1 一 11 = 6. 对 一 点 A, 斩 掉 与 它 相 邻 的 边 . A 变 成 次 数 三 6 的 点 ,用 上 一 
段 的 方法 ,至 多 再 斩 6 次 即 可 击败 多 头 蛇 . 

另 一 方面 ,考虑 一 个 两 部 分 图 ,X, Y 两 个 集 各 有 10 个 点 ,每 点 与 另 一 个 集中 任 一 点 相连 , 共 得 
100 条 边 . 

如 果 斩 9 剑 , 那 么 X, Y 中 各 有 一 个 头 未 受 打 击 , 设 它们 分 别 为 A，B. 对 其 余 的 任 一 个 头 C, 每 一 
剑 都 使 C 与 A,B 中 恰好 一 个 相连 . 而 A、B 始终 相连 . 因此 ,9 剑 后 ,图 仍 是 连通 的 . 


习 题 46 


. 对 每 个 w, 设 以 ai 为 首 项 的 ,每 项 整除 后 面 的 项 的 子 数 列 中 最 长 的 共 4 项. 若 有 4 三 n 十 1, 则 结论 


成 立 . 车 所 有 4 三 nCi 二 1，2,…, rm 十 1), 则 必 有 mm 十 1 个 4 相同 .这 时 相应 的 芭 十 1 个 ai 互 不 
整除 . 


. 若 开 十 1 个 数 中 仅 有 种 不 同 的 值 , 则 必 有 十 1 个 是 同一 数值 . x 个 数 结论 不 成 立 , 如 1, 2，…， 


nn 各 nn 个， 


. 如 有 ! 十 1 个 人 年 龄 相等 ,结论 成 立 . 否则 将 年 龄 相等 的 人 只 保留 一 个 ,这 样 人 数 (至 少 ) 为 wm 十 1 


个 ,年 龄 互 不 相同 . 由 例 5 即 得 . 


. 在 每 一 位 上 ,由 于 数字 仅 10 个 ,11 个 数 中 必 有 两 个 数 在 这 位 具有 相同 的 数字 ,由 11 个 数 中 每 次 取 


2 个 的 组 合 仅 Ci 种 ,数位 有 无 穷 多 ,所 以 必 有 2 个 数 在 无 穷 多 位 上 具有 相同 的 数字 . 在 数字 相同 
的 数位 上 ,它们 的 差 的 数字 为 0 或 9, 从 而 差 或 者 有 无 穷 多 个 数字 0, 或 者 有 无 穷 多 个 数字 9. 


。 子 集 共 2” 个 . 10 个 两 位 数 的 和 三 1000 二 2”. 因此 必 有 子 集 A 关 B, A, B 中 各 数 的 和 相等 .从 A， 


B 中 去 掉 公共 元 素 , 剩 下 的 集 A ，B, 即 为 所 求 . 


SM 一 方面 , 令 A= A U A; U As U A;， 其 中 A; Es (S 中 被 i 整除 的 数 }( i 一 二 3， 3 站 


由 容 斥 原 理 易 得 |4A|= 216. A 中 任意 5 个 数 中 必 有 两 个 数 属于 同一 个 A; ,从 而 它们 不 互 质 . 于 是 
n 宇 217. 另 一 方面 , 令 B = {1} U {S 中 的 质数 }, B; = (2 ，3:，52，72 ，112 ，132 ) ，Bs = 二 {2X 
1315 SX BO TX HI 375 1 X23 19% 19), Be=— {2% 1275 S83 SX -AT TH 3 .11 X19 
19X 17), B= (2 1 39X79 5XAY TX TIXI, B={2C109 3 义 73, 5 允 和 ;7 六 
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9. 


23,，11X13). 易 知 每 个 B; 中 的 数 两 两 互 质 ,并 且 | B |= 60. 为 了 使 任 5 个 元 素 不 两 两 互 质 , 从 $S 
中 必须 去 掉 Bi 的 56(== 60 一 4) 个 元 ,B: ，B: ，B, 各 2 个 元 ,B;， Bs 各 1 个 元 . 即 至 少 去 掉 56 十 2 
XxX 3 十 1 X2 = 64 个 元 . 从 而 任 一 217(= 280 一 63) 元 集 必 有 5 个 元 两 两 互 质 . 


. 在 一 条 直线 上 取 O 点 ,过 O 作 其 他 7 条 线 的 平行 线 ,将 平角 分 为 8 份 ,其 中 必 有 一 份 过 180 0 一 


2 


: 每 个 数 可 写成 22，j, 其 中 j 为 奇数 , 称 为 2，j 的 奇数 部 分 . 如 果 有 两 个 数 奇数 部 分 相同 ,那么 一 


个 是 男 一 个 的 倍数 . 如 果 100 个 数 的 奇数 部 分 互 不 相同 ,考虑 小 于 16 的 那个 数 a, 设 a 的 奇数 部 分 

为 7. (a) 7 二 15, 则 a == 15. a 整除 奇数 部 分 为 45 的 数 . ; = 9, 11, 13 的 情况 与 此 类 似 .(b) j = 

7, a 二 7 或 14. 奇数 部 分 为 21 与 63 的 两 个 数 中 ,或 者 有 一 个 是 a 的 倍数 ,或 者 它们 是 21 与 63, 而 

21163. 7 三 5 的 情况 类 似 .(c) j = 1, 则 a = 1, 2, 4, 8. 奇数 部 分 为 3, 9,27，81 的 数 中 ,或 者 有 
一 个 是 男 一 个 的 倍数 ,或 者 它们 是 25 X 3, 2tz X9, 24 X27, 81 (让 二 已 之 避 之 0) ,从 而 a | 2 

XxX 3. j 二 3 的 情况 类 似 . 

能 ,如 101，102，…，200. 


10. 每 个 人 都 可 转动 桌子 ,使 自己 与 名 字符 合 . 人 有 15 个 ,转动 只 有 14 种 ,因此 必 有 一 种 转动 使 至 少 


11. 


12. 


有 两 个 人 与 他 们 的 名 字 相 符 . 
a; 意义 同 例 2, i = 1, 2, …，105. 因为 


ais SS 13X15= 195. 195 十 1 一 105 = 91. 
ani 牛 半 过 13 光 当 十 21 < 195. 


所 以 在 Cl U2 ”CI Ul 十 ;| “7 21， “"*» Wol 十 21 这 196 个 中 必 有 两 个 相同 . 
设 红 点 最 多 , 则 红 点 数 > 芝 二 攻 一 48. 平均 每 行 4 个 . 往 证 存在 顶点 均 为 红色 的 矩形 . 假设 这 样 


的 矩形 不 存在 ,不 妨 设 第 一 a 列 中 红 点 个 数 最 多 的 ,有 如 宇 4 个 红 点 , 且 在 前 名 列 . 在 前 名 
列 组 成 的 12 Xk 的 矩阵 中 ,其 余 每 行 至 多 一 个 红 点 ,因此 删 去 这 天 列 及 第 一 行 , 剩 下 红 点 数 


之 48 一 (十 11) = 37 一 &. 


在 剩 下 的 11X(12 一 ki) 的 矩阵 中 ,每 列 平均 > 3 个 红 点 ,不 妨 设 第 一 列 有 彤 三 4 个 红 点 , 且 在 前 
hi 行 , 删 去 第 一 列 及 前 六 行 , 剩 下 红 点 数 


之 37 一 太一 (Ai 十 11 一 局 ) 一 26 一 A， 
平均 每 行 之 全 二 让 > 3 个 . 因而 可 设 (现在 的 ) 第 一 行 有 忆 三 4 个 红 点 , 且 在 前 已 列 . 删 去 这 行 
及 前 心 列 i 


宇 26 一 h 几 一 (kz 十 10 一 有 1) = 二 16 一 上 . 


平均 每 列 之 了 于 二 和 志 之 3 个 . 设 (现在 的 ) 第 一 列 有 有 a 之 4 个 红 点 , 且 在 前 如 行 , 删 去 这 些 行 、 
列 , 剩 下 红 点 数 


宇 16 一 一 (hs 十 10 一 一 k) = 二 6 十 ki 一 hs 宇 6. 


习题 提示 与 解答 
而 剩 下 行 数 = 10 一 h 肌 一 hh 过 2, 列 数 = 10 一 ki 一 ks 过 2. 了 矛盾. 
洁 帅 47 


. 将 每 个 三 角形 的 最 大 边 染 成 红色 . 根据 例 1, 必 有 一 个 三 角形 三 边 为 红色 (不 可 能 无 色 , 因 为 每 个 三 
角形 至 少 有 一 条 红色 边 ), 它 的 最 小 边 是 一 个 三 角形 的 最 大 边 . 

。 认识 的 连 红 线 ,否则 连 蓝 线 . 半点 v 引 出 5 条 红线 wu ，vu ，…，uus, 则 mw ，…， ww 互 不 相识 或 其 
中 有 两 个 人 互相 认识 ,他 们 与 v 也 互相 认识 . 若 点 引出 9 条 蓝 线 , 则 由 例 7 即 得 . 

. 由 例 1 有 一 个 同色 三 角形 , 删 去 这 个 三 角形 的 一 个 顶点 , 剩 下 6 点 又 构成 一 个 同色 三 角形 . 如 果 这 
两 个 同色 三 角形 有 公共 点 , 删 去 公共 点 得 到 第 三 个 同色 三 角形 . 设 人 入 www， 八 vvsw 无 公共 点 . 
车 它们 同 红 ,w 向 一 个 三 角形 引出 两 条 红线 时 有 第 三 个 红色 三 角形 . w 向 每 个 三 角形 引出 两 条 蓝 
线 时 , 设 六 wy mm mu 蓝 , 则 人 wmm 为 红色 或 Auwumm (Auwwm ) 为 蓝 色 . 若 人 mmm 红 ， 
Auwuuw 蓝 .wm wm，wuw 中 有 两 条 红 时 有 红色 三 角形 . 在 wm ,ww 训 ，umw (或 大 隐 ) 均 蓝 时 ， 
有 蓝 色 三 角形 . 

. 不 一 定 . 如 图 所 示 . 

5. 考虑 r(my 7 一 1) 十 r(m 一 1，7) 个 点 的 完全 图 , 边 染 上 红色 或 蓝 色 . 着 点 ww 引 

出 r(m, n 一 1) 条 蓝 色 边 ,这 些 边 的 另 一 端 构 成 红色 的 天。 或 蓝 色 的 K,-1 ,后 者 
合 w 得 到 蓝 色 的 开 ,. 若 点 ww 引出 rlm 一 1, nn) 条 红色 边 , 情 况 类 似 . 
(3) 可 由 (2) 用 归纳 法 推 得 . 

6. e = 4, es = 6,¢€6=7,e = 9, es = 11. 

7. 题 组 成 28 元 的 点 集 X, 人 组 成 刀 元 点 集 Y. 若 人 y 解 出 题 zx, 就 在 zx，y 间 连 边 . 设 点 zEX 的 次 数 
为 nn, 它 与 yy，yz，…，y, 相连 , 则 XIz} 中 每 一 点 怡 与 两 个 (过 ii 委 交 相连 .因此 2X27 王 6n， 
n 二 9. 这 图 共有 28 X 9 = 7m 条 边 , 所 以 m = 36. 设 初试 共 * 道 题 ,如 果 解 出 1, 2, 3 道 初试 题 的 
人 数 为 w, B, 7Y, 并 且 a 十 8 十 7Y == 36, 那 么 ac 十 28 十 3y = 9s, 8 十 Cir 一 2C?. 消去 ay 得 B 王 一 28 
十 29s 一 108 一 0， 矛盾 . 

8. 将 认识 的 人 连 上 边 . 6 点 图 (或 其 补 图 ?中 存在 人 wm ,其 他 点 至 多 与 ,ww,w 中 一 个 相连 ,否则 
结论 已 真 . 设 w 不 与 ww, w 相连 , 若 wi( 或 vw) 不 与 www， w 相连 , 则 到 ，w，m, 本 即 为 所 求 . 设 太 
与 w 相连 . 若 w 与 w 相连 , 则 不 与 ww 相连 ,ww , 上 ,my， 5 为 所 求 .车 ws 与 ww 相连 , 则 与 闪 相 
连 时 , ,ww，w 为 所 求 . 若 与 上，z 均 不 连 , 则 ,vw ，un，we 为 所 求 . 

9. 天;ox 共有 Ciox 条 边 ,2 染色 有 2cioz 种 方法 . 其 中 有 同色 的 20 边 形 的 至 多 C 名 2 X 2 X 2ctozt 一 ca 种 . 


FA 0 = 1 024 xX 1 023 XxX ete xX 1 005 1 024” 3 180 CC 一 1 i, 
因为 Cz i 人 22 一 230 ,所 以 必 有 无 同色 20 边 形 的 


-一 


it 


Wy 


Es 


染 法 . 
10. 在 每 个 选手 之 间 连 一 条 线 . 如 果 编 号 大 的 选手 胜 编号 小 的 ,就 将 这 条 线 染 成 红色 . 否则 就 染 成 蓝 
色 . 图 中 必 有 一 个 同色 三 角形 . 
11. 先 作 一 个 x 一 1 个 点 的 完全 图 K, 并 将 它 的 边 染 上 m 种 颜色 ,使 得 图 中 无 同色 三 角形 . 再 将 每 个 
所 换 成 一 个 一 1 个 点 的 完全 图 ,并 将 它 的 边 染 上 另外 的 n 种 颜色 ,使 得 图 中 无 同色 三 角形 . 这 些 
rm 一 1 个 点 的 完全 图 ,彼此 之 间 的 连 线 与 原先 将 这 些 完全 图 作为 点 时 ,所 连 的 线 颜 色相 同 . 这 样 就 
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Y 
Ny 


> 


A 


得 到 (7 一 1)(m 一 1) 个 点 的 完全 图 , 染 上 mm 十 n 种 颜色 ,并 且 无 同色 三 角形 . 

12. 图 中 8 个 点 ,每 两 点 之 间 连 一 条 线 , 红 色 线 用 实 线 表示 , 蓝 色 线 在 图 上 没 
有 画 出 来 .图 中 没有 红色 的 K; ,也 没有 蓝 色 的 K, ( 即 没 有 三 点 被 连 成 三 
角形 ,也 没有 四 点 ,每 两 点 之 间 没 有 连 线 ). 

13. n= 二 10. 一 方面 ,考虑 完全 图 Kio. 其 中 有 同色 三 角形 , 设 人 ABC 为 红色 . 
若 结论 不 真 , 则 剩 下 7 点 中 有 A 八 IJK 为 蓝 色 . 另外 四 点 D, E, 下 , G 可 
归结 为 两 种 情况 
(1) DE, EF, FG, GD 蓝 ,DF, GE 红 . 这 时 A 到 DD, EE, 下 , G 的 线 中 至 
多 两 条 蓝 线 ,而 且 这 两 条 蓝 线 只 可 能 是 AE, AG( 或 AD,， AF). 因此 可 
设 有 一 个 红 三 角形 ADF. I 到 B,C 的 线 中 至 少 有 一 条 蓝 色 ,J，K 也 是 如 此 . 于 是 可 设 C 至 少 向 
J]，K 引出 蓝 线 , 存 在 一 个 蓝 色 三 角形 CJK，ID, IF 中 至 少 有 一 条 蓝 色 ,IG, IE 也 是 如 此 ,因而 
存在 一 个 蓝 色 三 角形 ,比如 说 人 AIDG, 了 矛盾 . 

(2) DEFE，EF,，GD 蓝 ,DF，GE，FG 红 . 若 有 红 三 角形 ADF, 则 有 蓝 三 角形 CJK. IG, IF 为 蓝 ， 
ID, IE 为 红 . 

1” TB 蓝 , 则 BG 红 ,BE 蓝 ,BF，BD 红 ,AT 蓝 ,4AG 红 ,A 开 蓝 ,CD 蓝 ,CCG 红 ,CE 蓝 ,得 出 又 一 个 蓝 
三 角形 CED, 矛 盾 . 

2” JIB83 红 , 则 IC 蓝 ,BE 蓝 ,BF，BD 红 ,BG 蓝 ,CE 蓝 ,CE 红 ,4 已 蓝 ,CG 蓝 ,CD 红 ,AG 蓝 ,AI 红 . 
车 KF 红 , 则 KG,KD 蓝 , 有 两 个 蓝 三 角形 KGD, CIJ. 若 KF 蓝 ,KE 红 ,KG 蓝 ,GJ 红 ,JE 蓝 ,有 
两 个 蓝 三 角形 KJF, CIG. 

于 是 没有 红 三 角形 ADF. 即 AG, AF 蓝 ,AD, AE 红 ,B, C 亦 如 此 . 对 称 地 ,I，J,，K 也 是 如 此 . 
AT 蓝 ,AAJG 与 AKJF 蓝 ,矛盾 . 

男 一 方面 , 作 红 三 角形 ABC, 蓝 三 角形 IJK, 又 作 DE，DF 蓝 ,EF 红 ,D 与 八 IJK 的 连 线 红 , 与 
AABC 的 连 线 蓝 ,E, 下 正好 与 D 相反 ,其 他 线 颜色 任意 . 这 时 蓝 三 角形 必 以 I ,JK 中 至 少 一 个 
为 顶点 , 红 三 角形 必 以 A，B, C 中 至 少 一 个 为 顶点 . 
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A 
(第 12 题 ) 


(ld 4 DF 0s Ts BQ 1 12, 3060-4 5 (IW. 20%, 

(21 22; 235 245 26}7t13 65 115 163 2L} (1 3 12s 175 22)5{145893,.. 185;23}, 

{lr Qs 143. 197 24)s dr 10al8s .20 20m:t2r 735 18n ln25} 4 02335 

‘2, 9, 15, 16, 22}, (2, 10, 11, 17, 23}, (2, 6, 12, 18, 24}, (43, 8, 15, 17, 24}, 

{35°9, Ils 18. 2573 435 107 12» 19¢8 21}), {356¢ 13% 207 22}> {87 1 16,.23}, 

td 12: 20723)3 dr lO 1935 165 24)5 :tds Gs ls 175 25)5 {4s 77 15, 188 21Ys 

{MB EL L9522), (B30 1 19 2275 E95 7 2 法 

{5, 8, 12, 16, 25},{5, 9,13, 17,21} 即 为 合乎 要 求 的 30 个 委员 会 . 

2. Ppz*…pr 二 qi1q92…qn， 因而 志 ， pz pn， 1，qz，"…，gn 中 一 1 的 个 数 为 偶数 2h, 十 1 的 个 数 为 
偶数 2n 一 2h,s == 22 一 4h, 在 nn 为 奇数 时 , s 关 0. 在 前 2k 行 放 一 1, 则 s = 2 一 伏 . 

3. 作 一 条 长 为 ai 十 aa 十 … 十 av 二 如 十 bs 十 … 十 的 线段 . 先 将 它 分 为 m 份 ,第 i 份 的 长 为 a; ,再 将 


9 
» 


268 


习题 提示 与 解答 


它 分 为 n 份 ,第 j 份 的 长 为 b. 这样 共有 加 十 2 一 2 个 分 点 与 普 十 2 一 1 条 线段 . 将 属于 第 一 种 分 法 
中 线段 a A 的 线段 长 写 在 表 的 第 ; 行 第 7 列 . 


.交换 和 号 ，M， = 六 着 : 2 | 一 pk) |= 名 二 2 | i 


二 Ditn 一 i)= 言 ( 玉 一 1). 


nn 1l 


"1 十 过 AW .于 十 二 十 六 
于 2 1 十 2 la yn si [et PE 


ST » EC ont 有 了 
2 esr Rt "和 和 3 竺 区 可 生生 十 半 于 小 和 2 


人 


. 若 n 关 2. 设 奇 素数 pp 为 n 的 因数 , 则 1, 1 十 2, …, 1 十 2 十 … 十 (p 一 1), 1 十 2 十 … 十 (Pp 一 1) 
十 户 这 旋 个 数 中 未 两 个 mod pp 同 余 ,因而 不 构成 mod p 的 完 系 .由 于 1 十 2 十 … 十 p 一 如 如 一 二 
0 (mod p) ,所 以 发 记 i 一 个 儿童 始终 得 不 到 糖果 . 

若 n 二 2 1, 1 十 2, …, 1 十 2 十 … 十 (n 一 1) 都 不 是 n 的 倍数 ,并 且 互 不 同 余 (mod n). 这 是 因为 
在 0 过 mn 过 1 过 n 时 ,全 = 三 村 (mod2 一 m+m 二 DD 二 0(mod2"), 但 /一 


mm 与 1 十 m 十 1 io 0 二 7 一 mm 过 十 m 十 1 之 2 十 2 = 2 所 以 2%Y (一 m)(l 
二 a 十 1), 另 一 方面 , 1 十 2 十 … 十 (2n 一 1) 二 n(2n 一 1) 夺 0 (modn), 所 以 每 一 个 儿童 均 能 得 到 
糖果 . 

. 假设 有 一 13 边 形 , 含 有 它 一 条 边 的 直线 至 少 还 含有 另 一 条 边 . 由 于 13 为 奇数 , 必 有 一 条 直线 至 少 
含有 3 条 边 ,6 个 顶点 ,经 过 每 个 顶点 引出 的 另 一 条 直线 上 至 少 有 2 条 边 , 因 而 边 数 宇 2X 6 十 3 = 
15, 逆 盾 ! 

、 设 凸 多 边 形 M 被 前 成 凹 四 边 形 Mi ，M: ，… ，M,. 考虑 多 边 形 N 的 内 角 的 “和 ”fC(N) ,其 中 几 大 于 


180* 的 角 均 需 减 去 360* 显然 FMD 二 0，FCM) = 0, 所 以 (MD >> y FM). 另 一 方面 ,比较 每 


个 M 的 顶点 A 对 fCMD 与 >)f(M) 的 贡献 .如 果 A 也 是 M 的 顶点 , 它 对 两 者 的 贡献 相同 . 如 果 A 
在 M 的 边 上 , 它 对 fCM) 的 贡献 为 0, 对 》!f(M;) 的 贡献 为 180". 如 果 和 A 在 M 内 并 且 有 一 个 Mi 在 
A 点 的 角 大 于 180", A 对 fCM)，》)fUM) 的 贡献 均 为 0. 如 果 A 在 M 内 并 且 以 A 为 顶点 的 多 边 
形 M 在 A 点 的 角 均 小 于 180", A 对 了 (MD 的 贡献 为 0, 对 > fCM) 的 贡献 为 360 或 180`. 总 之 应 
有 f(MD 三 >,JCM:) ,矛盾 ! 

. 假设 有 这 样 的 折线 ,顶点 Al， A: ，…, A, = Ai 都 是 格 点 ,n 为 奇数 . 设 A++ 的 坐标 减 去 A; 的 坐标 


得 w, b;. 则 每 一 段 的 长 c 的 平方 = ai? 十 b*. 如 果 4 | c, 那么 所 有 ai， 上 都 是 偶数 . 可 以 以 Al 为 圆 
心 ,1/2 为 相似 系数 作 位 似 变换 ,得 到 的 折线 仍 满足 要 求 . 因此 可 假定 4+ c. 从 而 c 志 1, 2(mod4). 


c 三 1(mod4) 时 ,ai，4 一 奇 一 偶 . 但 > ,ai 0 D6. = 0;, 所 以 》) (ai 十 点) 二 0. 而 在 ai，& 一 奇 
一 偶 时 ,ai 十 上 三 1Cmod 2)， > (ai 十 加 ) 三 mn 三 1(Gmod2), 矛盾 Ic 三 2(mod4) 时 ,所 有 ai，b; 均 
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为 奇数 ,从 而 > yo 三 n 三 1(mod 2) ,与 >)ai 一 0 矛盾 ! 
对 蚌 49 


1. 原 式 即 _2E | > 一 人 一 ,可 参看 例 1 解法 2. 等 号 成 立 条 件 见 第 2 题 . 


2. X 中 每 个 + 元 集 删 减 一 个 元 成 为 (> 一 1) 元 集 , (+ 一 1) 元 集 添 加 一 个 元 成 为 > 元 集 . 经 过 逐步 删 减 
与 添加 可 使 任 一 -元 集 A, 变 为 任 一 r 元 集 A. 这 样 一 串 集 A ,Bi , Ai, B;,…, 也 ,4 中 ,如 果 A 
E F, ,那么 BE aF,, 从 而 由 已 知 As € F,. 依次 类 推 得 A € F,. 即 X 的 任 一 7 元 集 A 均 在 F, 中 . 

3. 设 4 ，A:, …, A, 中 元 数 最 多 的 为 r 元 集 . 将 每 个 + 元 集 删 减 一 个 元 素 成 为 (r 一 1) 元 集 . 由 于 第 1 
题 ,将 这 些 (r 一 1) 元 集 代替 r 元 集 后 ,LMY 仍 为 等 式 ,从 而 f, = C;, 即 X 的 所 有 > 元 集 均 在 下 
中 ,从 而 下 的 元 均 为 X 的 > 元 子 集 . 

4. 若 | za 一 工 | 二 1/2, | zx 一 | 二 1/2, 则 | xa 一 zs | 二 1, 因 此 至 多 可 选 出 C2 个 . 


y lt+e; i 
5 令 y= 加 zi 则 lz 一 Dor l=1z+ty Dt =| , 寺 - 


0 或 1. 本 题 称 为 李 特 伍德 (J. E. Littlewood，1885 一 1977) 问 题 . 

6. 令 A={ 第 一 轮 总 分 高 于 第 二 轮 的 人 } ,B= {第 二 轮 总 分 高 于 第 一 轮 的 人 ), | A |=,|B|=, 则 
kk 十 hh 二 2n. 不 妨 设 k 三 n 宇 h. 考虑 A 中 的 人 的 第 一 轮 总 分 的 和 S. 一 方面 , S 记 十 所. 另 一 方 
面 ,A 中 的 人 的 第 二 轮 总 分 的 和 三 Ci ,所 以 S 三 Gi 十. 综合 以 上 两 方面 得 及 宇 nn, 从 而 有 = 二 =n， 
并 且 以 上 不 等 式 均 应 为 等 式 ,A 中 的 人 第 一 轮 的 总 分 比 第 二 轮 恰 好 多 nn 分 , 同样 ,B 中 的 人 第 二 轮 
的 总 分 比 第 一 轮 恰好 多 nn 分 . 

7. 将 N 改 为 有 限 集 {1 ，2,，…, n}. 对 上 用 归纳 法 .= 二 1 时 , 取 a= 二 d= 1,m 二 max(l! 十 1,s). 设 
二 1, 并 且 对 所 有 1,，s € NN, 存 在 数 ne 二 nC,& 一 1,9). 取 芭 = 二 n(n 5s) 二 mn(nei,， 上 ) ,其 中 
n(ne1， 上 ) 是 例 4 中 的 范 氏 函数 . 将 全,，2，…, nn) 任意 上 染色 ,在 和 ,2,…*, n(nms-1,， 上 )} 中 必 存 
在 imw_1 项 的 等 差 数 列 (a 十 讼 ,i 二 1，2,…, ne1}，, 各 项 同 为 红色 . 这 时 有 两 种 可 能 : 

(1) 有 一 个 数 7 了 EE {1, 2, …， mr) ,使 sd7 是 红 的 , 则 取 d = 二 dij ,a 十 d, a 十 2d,，…, a 十 ld， sd 
都 是 红 的 . 

(2) 对 每 个 数 7 E (ll, 2, ,ne1}, sd 都 不 是 红 的 , 则 集 (sd'j ;1 2 只 有 A 一 1 种 
颜色 . 由 mw 1 的 定义 , 在 这 集中 有 内 (ae 十 da 十 2d0 pda 十 好 ) 与 (sd ) 同 
色 ,比如 说 同 为 蓝 色 . 取 4 = dd”, a = da', 则 a 十 d, a 十 2d,…, a 十 ld 与 sd 都 是 蓝 的 . 

于 是 ,对 任意 的 正 整 数 i, &, ,都 有 ?一 n(1, &，s) ,使 得 将 {1，2,…, n) 任意 有 染色 后 , 必 有 正 整 
数 a, dd, 使 4 十 d, a 十 2d,，…,， a 十 ld 与 sd 同色 . 

8. 沿 着 洞 的 竖 边 剪 ,直至 到 达 纸 片 的 边 或 者 另 一 个 洞 的 边 ,这样 将 纸 片 分 成 许多 无 洞 的 矩形 小 纸 片 . 
我 们 证 明 这 些 纸 片 的 个 数 是 3n 十 1. n = 1 时 结论 显然 . 设 命题 对 nn 一 1 成立. 考虑 个 洞 . 可 设 第 
n 个 洞 的 下 方 没有 洞 . 在 第 ”个 洞 出现 前 , 纸 片 可 前 成 3(* 一 1) 十 1 个 无 洞 的 矩形 . 沿 着 第 个 洞 的 
一 条 竖 边 剪 , 这 条 线 将 原 有 的 一 个 矩形 小 纸 片 分 为 两 个 . 沿 另 一 条 紧 边 剪 也 是 如 此 . 再 将 原纸 片 在 
第 n 个 洞 的 横 边 正 下 方 的 线段 向 上 推 ,直至 到 达 第 n 个 洞 的 横 边 (与 这 条 线段 相交 的 竖 线 也 随 之 
上 移 ), 它 扫 过 一 个 无 洞 的 矩形 纸 片 ,再 上 推 扫 过 第 n 个 洞 . 这 样 原 和 矩形 纸 片 被 前 成 3(n 一 1) 十 1 十 


J 


io 
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(第 8 题 ) 


1 十 1 十 1 = 3n 十 1 个 和 矩形 纸 片 . 

3n 十 1 不 能 再 减少 了 . 为 此 ,考虑 右 图 . 每 个 洞 在 前 一 个 洞 的 右 下方 , 并 且 彼此 各 有 一 条 竖 边 在 另 
一 个 的 两 条 竖 边 之 间 . 无 论 怎 样 前 ,2n 条 竖 边 中 任意 两 条 不 在 同一 个 无 洞 的 矩形 纸 片 中 . 从 上 向 
下 数 的 2n 条 横 边 中 ,只 有 第 2 第 3 条 ,第 4 第 5 条 ,…, 第 2 一 2 与 第 2 一 1 条 可 以 在 同一 个 矩形 
纸 片 中 . 任 一 条 横 边 与 竖 边 不 可 以 在 同一 个 无 洞 的 矩形 纸 片 中 . 所 以 至 少 前 成 2n 十 1 十 (n 一 1) 十 1 
一 3n 十 1 个 矩形 . 

因此 所 求 最 小 值 m = 3n 十 1. 


， 对 进行 归纳 . 葛 基 显然 . 假设 命题 对 于 "一 1 成 立 . 设 mV 由 S 的 个 子 集 组 成 ,其 中 个 含 a,， 


个 不 含 an， 十 ks 三 kU 中 含 a，, 的 子 集 所 成 族 记 为 Ui ,不 含 a, 的 子 集 所 成 族 记 为 U;, U, 中 
每 个 子 集 去 掉 a, 后 ,所 得 的 集 组 成 集 族 U”， | Un |=| CU |[=u, |U; |= w, uu 十 uz 二 |U |. 
并 且 易 知 Ul 之 wz. 类 似 地 定义 VV) ，V:， Wi mm， 也 , 易 知 匣 < 取 ， 由 归纳 假设 ,k。 sr Www. 又 
对 于 U,Vi' ,同样 有 。…2" 之 wu. 所 以 

ke2" = (kk 二 ki) 2" E20 二 ww) Gu a+w) =|IU|I.|V|. 
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. 设 乌 原 来 位 置 组 成 正 ? 边 形 A,A:…A,. 不妨 设 鸟 A1( 即 原来 在 点 Ai 的 鸟 ) 仍 回 到 点 Al. 


如 果 n 二 2k(k 宇 2), 设 岛 A; 飞 到 点 Axii. 在 i 关上 十 1 时, 鸟 Al, A;, At 前 后 同 为 直角 三 角形 . 
在 i 二 上 十 1 时, 鸟 Al, A4:1，As 前 后 同 为 直角 三 角形 . 

如 果 n 二 2k 十 1( 三 3)，, 称 A1A4wi 为 左边 ,Ai+zAi 为 右边 , 鸟 A,, A，，, As 原来 均 在 左边 ,后 来 必 有 
两 只 在 同一 边 .不 妨 设 A;，A; 仍 在 同一 边 , 则 乌 A ，A;，As 前 后 组 成 钝 角 三 角形 . 

1 一 3 时 , 鸟 A，A4A,，As 始终 成 正三 角形 . 

! 一 5 时 , 乌 4, A;, A， As 分别 飞 到 点 Ai, A, A;, A; 处 , 则 任 三 鸟 前 后 所 成 三 角形 分 别 为 锐 
角 ( 钝 角 ) 三 角形 、. 钝 角 ( 锐 角 ) 三 角形 . 

因此 n 宇 3 并 且 n 关 5. 


(1,， 2, 7, 9, 19) 就 是 一 组 满足 要 求 的 数 . 将 这 组 数 平移 ,即将 每 个 数 加 上 j (7 = 0, 1, 2,…， 


20), 就 得 到 习题 43 第 9 题 中 所 要 求 的 21 家 航空 公司 (每 个 数 (mod 21) 代 表 1 个 城市 ). 一 般 地 ， 
对 于 素数 的 自然 数 寡 六 ,存在 产 十 1 个 数 ,每 两 个 的 差 互 不 同 余 (mod (p* 十 六 十 1)). 


-〈b) 中 的 第 二 问 不 正确 . 事实 上 ,在 2! 一 之 2 时 , 最 少 的 次 数 为 上 首先 , 2% 三 一 1(mod (2 


十 1)). 对 于 2 张 牌 , 取 前 2 张 ,并 交错 地 插入 后 2 张 中 , 即 第 j 张 牌 变 为 
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= 


10. 可 以 .将 平面 分 成 彼此 平行 的 带 形 , 宽 均 为 /3/2. 每 个 带 形 包含 下 边界 ,不 


11. 


12. 


13. 


14. 


7 


1 (2 十 1)). 


f(7) = | 
这 样 进行 次 后 ,j 变 为 2j 圭一 三 (2: 十 1 一 门 (mod (2 十 1)). 即 牌 的 顺序 恰好 反 过 来 . 对 于 一 
2 张 牌 ,可 补充 若干 张 “ 幽 灵 ” 牌 参加 洗 牌 . 总 之 & 次 可 达到 目的 . 其 次 ,将 nn 张 任意 分 成 两 组 必 有 一 
组 张 数 大 于 2 , 因此 用 归纳 假设 即 知 至 少 要 洗 上 一 1 次 牌 ,从 而 至 少 共 洗 牌 次 才能 将 顺序 完全 
颠倒 . 
请 点 与 综合 合 习题 第 22 题 比较 . 


. 设 如 十 六 一 z 二 mzry, 贡 为 整数 .对 任 一 素数 ,车 p27 | 并 , 则 人 | 六 ,从 而 | yp | 


(zx 十 六 一 工 ) ， BE | 并 因此 为 完全 立方 ， 


. 设 梯子 底 端 到 墙 的 距离 为 b. 则 六 十 大 二, d(b5 十 h) 三 乓 (等 于 所 成 三 角形 面积 的 2 倍 ). 于 是 (4 


2 "Pe a 2 2 
+h)? —2d(b+D) = LE, bth=dt /FTE h= dt ta Vd dv td. 


,由 a 十 六 = 二 c 得 c= 二 d(w 十 站 ) ,5 二 d(w 一 上 ¥), a = 二 d。2wv, 或 c = 二 d(w + ), b= d. 2uww, 


”i d (wu: 一 ). 代入 a: 二 5 十 c 可知 ,只 有 后 一 种 情况 有 解 ,并 有 4 = 村 ww 1 | 2U 十 1, 
= 2v(v 十 1), c= 二 (v 十 1)?. 


.A 一 DA Tama 十 十 qo) 二 0, 即 47"! = 二 (一 aDX 十 十 aos | 和 中 委 人 1 一 ce) | 和 | 


十 … 十 (ai 一 ao) | 4 十 ow 碾 |41", 从 而 | 4 |= 1, 并 且 (1 一 gaD)X"'，*…，(ai 一 如) 与 ao 同 为 非 
负 实 数 ,X”" 也 是 非 负 实 数 ,4"™! = 1. FREE 


- 恋 亏 i 状 . 因此 经 六 动 不 ET 

图 中 其 余地 方 均 放 十 1, 则 经 7 次 变动 恢复 原状 . 因此 经 过 有 限 次 变动 不 能 上 上 上 上 上 HH 
使 所 有 数 均 变 为 1. 村 

, 特征 方程 2 二 3 对 一 34 十 1 有 三 不 重 根 1, 所 以 和 三 GG 开 十 Bn 十 eo; 由 (b) “| 于 二 


得 c = 二 1, co = 二 ao. 有 充分 大 的 nn, 使 于 十 cn 十 co = (nr 十 d)*. 比较 即 知 
dd 之 wo 或 2d 之 c1; 从 而 ci = 2d, ai 三亚， a, 二 十 cin 二 co = 二 (nn 十 d)》. 


包含 上 边界 . 然后 红 、 蓝 相间 地 染 带 形 区 域 即 可 . 

如 图 ,人 ABC 是 边 长 为 1 的 正三 角形 ,顶点 均 红 , 八 ABD 为 任意 形状 的 三 
角形 . 将 它 绕 B 旋转 60" 得 八 CBF, 绕 A 旋转 60" 得 八 ACE. 车 D, EE, 下 中 
有 一 个 红 点 , 则 结论 成 立 . 设 D, EE, 下 全 为 蓝 色 . 如 图 再 作 作 DFH,， BB 
和 八 GED 均 与 和 作 ABD 全 等 .车 G, HH 均 红 , 则 八 CGH 即 为 所 求 . 了 G 
5 之 和 三 5X9 = 45, 共有 21 Xx 21 = 441 个 * 十 字 和 因而 必 有 

| 去 4 ] | 三 11 个 和 相等 . 2 H 
设 每 组 至 少 2 名 学 生 的 分 拆 种 数 为 c,. 只 需 证 c, = bi1. 为 此 ,对 每 种 每 组 
至 少 2 名 学 生 的 分 拆 , 将 其 中 第 nn 号 学 生 所 在 的 组 拆 成 若干 只 有 1 名 学 生 的 小 组 ,并 将 第 ”号 学 
生 移 去 ,就 得 到 n 一 1 个 学 生 的 .至 少 有 一 组 只 有 一 个 学 生 的 分 拆 . 反之 ,由 后 者 将 仅 含 1 个 学 生 
的 小 组 并 为 一 组 并 加 入 第 n 号 学 生 就 得 到 前 者 . 

(a) Bz, 的 数 可 分 为 两 类 :从 左 到 右 将 数字 逐一 相 加 ,能 出 现 的 在 第 一 类 ,否则 在 第 二 类 . 第 一 类 
共 久 个 ,第 二 类 共 必 1 个 . (b) 对 Bz, 的 数 5, 从 左 到 右 , 凡 出 现 数字 2 时 ,将 它 与 右面 的 那个 数字 


15. 


16. 


17. 


18. 
19. 


20. 


21. 


习题 提示 与 解答 


相 加 ,这 样 继续 到 最 右边 (如 果 个 位 是 2 就 将 这 个 2 去 掉 ) ,产生 A:, 或 A, 中 的 一 个 数 . 这 种 对 

应 是 一 一 对 应 .(c) 由 (al) ，(b) ， az 十 ar 一 儿 十 詹 ) 而 oa 一 基 一 1 所 以 am = 如. 

设 人 ABC,AA, BC 的 边 长 分 别 为 a, b,c 和 ay, ,ca, 不妨 设 6b 十 c 宇 H 十 a. 由 a， 及 十 b. 启 

> —> 一 一 一 一 一 —> 一 一 > 一 到 一 

十 cs IC = 0,， ds TAl 二 Ah ® LB 二 ThC 王 0 相 减 得 (TA1— lA)a+IliB.h—1B »*b+ 人 iC cl 
一 到 一 一 和 —¥> 一 > 一 —> —> 一 > 一 > 一 > 一 和 > 

= AL = 上 和 DT th 

二 天 而 十 用 二 十 再 和 (相去 分 二 五 全 二 生动 二 和 到 模 并 注意 | 王 呈 ceesdEGl<55 因 

为 AI,B，ZAIC 均 为 印 角 得 | 了 G04 DD 半 | 2 | oat+! BB | |+| CC | 

128 1 志 | 2A ta 生计 秆 这 | 天 | 忆 千 8 填 辟 | 


设 “ADB = 2a, LBOC = 28, LCOD = 2y, 人 DOA = 28, 则 Saam 一 广 ysip2a，Swagcn = 


Dj tana. 
不 妨 设 2sina 二 a， 2sin6 = V4 一 a , 则 a 十 6 = 90"， B+Y = 90.. 
S\tana _ sin(at 0) 十 sin(48 十 4 Za sin 28) 


cosacosG cosBcosy sin2a sin2B sin2asin 28 ” 


\ SABCD 2 
所 以 Sapcp sin2asin 28 


在 8 一 a 时 ,比值 取 最 大 值 -z07 7. 


i 4 
在 B= 二 45 时 ,比值 取 最 /| 值 - er 


人 大 的 重心 为 世人 ABC 是 An 的 垂 足 三 角形 ,所 以 OO 是 人 友 五 的 九 点 圆 的 圆心 . 结 
论 由 此 立 得 . 

由 于 AD 十 BC = AB 十 [VD, 所 以 Saoww 十 Seoca 三 Seorc 十 Swaa. 由 习题 36 第 1 题 的 解答 即 得 结论 . 
设 直线 AB 交 PQ 于 X, 则 XP? = AX，X= 二 XQ, 即 X 是 线段 PQ 的 中 点 . 易 知 PR | AZB, 所 以 


RB = XP = 方 PQ = 本 RS. 又 RS: = RB . RW, 所 以 RW = 2RS. RB:BW = 十. 


设 M 在 AB, AC, AD 上 的 射影 分 别 为 Bi, CGC, Di. 则 入 BiCiDi 的 边 即 三 条 4. 显然 B,C ,Di 
在 以 AM 为 直径 的 圆 上 ,因而 M 在 上 述 三 条 1; 上 的 射影 共 线 . 同时 可 考虑 以 B 为 顶点 的 三 条 边 
BC，BD，BA, 从 而 导出 结果 . 从 nn 到 nn 十 1 与 此 类 似 . 上述 定 理 首 次 出 现 是 在 20 世纪 60 年 代 初 ， 
但 实际 上 1940 年 斯 图 尔 (Stewart) 一 篇 文章 中 建立 的 定理 ,以 它 为 特殊 情况 . 

如 图 .由 于 八 DAD, 是 正三 角形 , DiD = D1A, 又 CD = C4A, 所 以 CD 是 AD 的 中 垂 线 ,通过 
@ABC 的 圆心 0. 同样 弦 AD 的 中 重 线 DC 过 @ABC 的 圆心 0 .由 于 人 AOO, 是 正三 角形 ， 
O01 =Q4,;,O 在 @O 上 , 记 外 = 6a( 为 方便 起 见 . 设 a 二, 则 
ZHUDi 三 2 ZOGA= 一 ga, FAC = 2a. 于 是 ~AFC; = 学 
—a= /FCA, AF = AC! = AC = DC = BD = DE. X /BDE = x— 


2ZDBE 一 x 一 2(2a 一 于 ZOLQ4 )=- x 一 4 十 吾 ,ZCDE = CDB 一 


LBDE = x 一 2a 一 (x 一 各 十 至)= 2x 一 玉 = 人 FAC 一 人 CAC, = 
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22. 


23. 


EE 


3, 


ZFAC,PmWM ADCE AACF, CE =CF. /FCE =/DCE+ZACF— /DCA=2/DCE— (x 
—2a) = 2a— LCDE = 所 以 入 FCE 为 正三 角形 . 


设 s 十 := 二 2", 并且 s 名 选手 Al,，A;,…, A, 已 依 此 顺序 排 定 强 弱 ,z 名 选手 B, ，B: ，…, 妃 , 也 同 
样 排 定 强 弱 . 我 们 证 明 这 s 十 1 名 选手 可 经 n ee 不 妨 设 s 三 1, 第 一 天 邻 A 与 
Boi (1 达 i 达 ;5) 比赛 .如 果 A, 胜 也 一- ,只 需要 考虑 Ai,…, A, 与 Bi1,…，Bzr1_,,i 的 顺 
序 ,借助 归纳 假设 ,n 一 1 天 可 以 完成 .如果 A, 负 于 Bs, , 设 A 是 (第 一 天 )A; 中 标号 最 小 的 失 
败 者 ,只 需 考虑 A li : AL 与 BI sk Bi 的 顺序 以 及 Ai ,AL WW A, 与 Barl_in .te , 
B, 的 顺序 . 仍 可 由 归纳 假设 得 出 结果 . 于 是 ,对 于 2" 名 选手 排 定 顺序 共 需 1 十 2 十 … 十 n 二 


2 ] ) 天 , 特别 地 ,在 n = 4 时 需要 10 天 . 


令 工 和 1 得 ao 十 ai 十 … 十 aisss 二 54%, 又 令 工 为 5 一 ee ,得 (ao 十 as 十 …) 十 (ai 十 as 十 …)z 十 (az 

十 az 十 …) 和 十 (aa 十 as 十 …) 生 十 (aa 十 as 十 …)5 一 0. 由 1 十 x 十 二 十 二 十 x 的 既 约 性 得 ae 十 as 
496 

二 二 lI 二 ae 十 一 az 十 ar 十 一 as 十 Cs 十 一 Cs +w 十 … 一 沁 一 D495 “(参见 综合 练习 第 10 题 


解答 )， 又 易 知 CQ1983 一 496. 所 以 C39 Ug» ”CI983 的 最 大 公约 数 为 有 
由 于 Cn dl» CI984 均 为 正 , 所 以 tg92 = Be RS LO 男 一 方面 可 用 归纳 法 证 明 (1 十 十 = 
好 十 过 六 三 0 十 0 元 十 十 an 十 2 十 他 a 的 系数 ae 三 a 三 … 三 azs. 并 且 易 


知 U0 一 dan* CI 一 Ctrl， ”9 C2 一 一 C2Hi。 所 以 Qs92 之 ee 1 BE 3 10 ， 
二、 日 
综合 习题 


因为 县 = 去 ,可 作 一 相似 变换 ,使 得 AA'B'C' 变 成 分 别 以 R,r 为 外 接 圆 半径 和 内 切 圆 半 径 的 


人 AB'C. 这 时 LC = 人 C 二 人 C. 由 正 避 定 理 , 八 ABC 与 AAB'C 的 边 c==<. 于 是 可 设 边 A”B” 

与 AB 重合. AABC, AAB'C 的 内 心 1 与 玉 均 在 与 4B 平行 并 且 距 离 为 r 的 直线 ! 上 (1 与 C 在 AB 
同 侧 ). 设 售 中 点 为 M, 熟 知 MA 一 MI 一 MT , 所 以 I， 了 都 在 以 M 为 心 ,MA 为 半径 的 圆 上 . 这 圆 
与 有 两 个 公共 点 ,所 以 了 与 了 重合 ,或 者 了 , 1 关于 AB 的 垂直 平分 线 对 称 . 从 而 AA"B'C" 与 
AABC 重合 ,或 者 和 人 AB"C” 与 人 BAC 全 等 .因此 AA'B'C 与 AABC 相似 . 


. 设 人 ABC 的 角 为 2a 宇 28 三 2y, 外 接 圆 直径 为 1, 则 由 正弦 定理 ,MN = BC 一 BM 一 NC = sin 2a 


_ (Sinasiny | sinasinB ) 2 sin2acos(B—7) (sin 2a)” 1 才 
(nt ph) Wg PQ,RS 有 类 似 的 表 


2cosB cosy dcosa cosBcosy 
达 式 . 从 而 MN = PQ = RS 二 ax 一 有 8 一 和 
(a) 设 A 到 BC 的 垂 线 与 BC 相交 于 五 , 则 原 式 GEB? XDC 二 EXBD 一 BCXBDXDC = 
ED: X BC. 取 直 线 BC 为 数 轴 ,E 为 原点 ,上 式 即 扩 (cc 一 d) 十 cd 一 们 一 (c 一 人 )(d 一 b)(c 一 d) = 
di (c—b). 
这 是 不 难 验 证 的 . 本 题 的 结论 称 为 斯 图 尔 定理 . 


(b) 设 品 为 BC 中 点 , 则 由 斯 图 尔 定理 , 3PG? = PA? 十 2PD: 一 二 AD: = PA: 十 ( PB: 十 PC: 一 


习题 提示 与 解答 


1 和 . 1 
一 

另 一 种 证 法 见 第 37 讲 例 3 

(c) 在 (2) 中 取 已 为 O 即 得 . 

(d) GT 一 寺 ( 区 :十 阳 ? 十 1C2) 一 言 ( 叶 十 共 十 中 ) 一 言 (六 十 (s 一 a)? 十 六 十 (s 一 的 ?十 产 十 


= 
9 


1 ， 


(s—0)7) (十 成 十 C) 一 天 十 坷 (全 十 区 十 局 ) 一 本 3， 


1 


(e) GI? = 总 (7 定语 十 向 全 一 把 ; + 下 十 c) 一 让 十 名 (a 十 省 


es 
3 (5 和 
4. abc 一 2RpcsinA 二 4 八 R = 4Rrs. 所 以 a, b,c 是 方程 (z 一 a)(z 一 0)(z 一 5c) 一 友 一 2sz2 十 gz 一 
4sRr 二 0 的 三 个 根 ,其 中 g 一 四 十 娘 十 双 . 令 z 一 得 (一 a)(s 一 b)(s 一 c) = 一 十 gs 一 4sRr, 即 
2 
s(—# 十 gq 一 4rR) = 分 =y?, 所 以 g=; 十 产 十 4Rr.a 十 六 十 吕 = 二 (a 十 b 十 中 一 29 = 4 一 


2(s 十 凤 十 4Rr) = 2(5 —4Rr—r), Da =25 a —gqd yat+12Rr = 2s(45 一 39 十 6Rr) = 
2s(5 一 6Rr 一 37). 对 旁 切 贺 OOT 可 将 a,s,r 分别 换 为 一 a,s 二 ;一 a, 一 ri ,其 他 量 不 变 . 类 似 的 关 
系 有 gq! = 一 bp 一 ac 十 & = 二 十 一 4Rri, 2)at = 2(5 十 4Rri 一). 
凡 a,， b,c 的 对 称 式 都 可 以 用 尺 ,，r，s(R, ri， si) 来 表示 . 

5. 由 斯 图 尔 定理 ,10* 十 2IK? = 31G? 十 6GK?. 所 以 2IK? = (37 十 所 Da 一 #) 一 (R: 一 2Rr) 十 


6( 二 RR 一 让 DD )=37+2Rr 二 让 Re 一 ?十 二 Da 一 27 一 2Rr 十 全 一 2( 是 一 r) .IK = 


尽 一 x. 于 是 ©1 与 OK 内 切 .同样 (将 r 换 为 一 nn) 有 IK = 攻 十 ni. 所 以 OK 与 © 外 切 

本 题 结论 称 为 费 尔 巴 哈 定理 . 

类 似 地 ,可 求 出 IH? =4R’ 十 2 一方 了 a = 4R’+4Rr+37—?, 1H =4R' 二 27 一方 Sa 
= 4R2: — 4Rri 十 3 地 一 号. 


6. 如 左 图 , 设 MN 交 AB 于 G, 则 GA = VGM XGN = GB. 因 为 CD // AB, 所 以 MP = MQ. 只 需 证 
EM | CD. 
如 右 图 , 设 半径 OA,OB 分别 交 CD 于 S, 了 T, 则 S, 工分 别 为 CM，MD 的 中 点 ,所 以 AB = ST = 


方 CD.A 是 CE 中 点 ,EM // AS. 因而 EM | CD. 
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7. 设 内 心 为 1,AI 交 BC 于 DD, 分 别 交 HH;, TT ,4 于 K, EE, FF, 显 然 
AT | TT. 4 与 AI 所 成 的 角 = AKH; = LAH,H， + 专人 BAC 


=,.ZAEB 十 故人 BAC = 人 ADB. 所 以 ,LW BC. 同 理 l 1/ CA YW 
AB. ,ls，43 所 成 的 三 角形 八 A'B'C' ww 八 ABC. 


和 = ADcos A, AE = AT, cos 全 = Alcos’ 全 ， 


AK = AD x 
FI = Al + AK — 2AE = AI(1 一 2cos: 分 ) + 4DcosA = 
(AD 一 AI)cos A == IDcos A. 因此 了 到 六 的 距离 = rcos A, 其 中 r+ 为 
内 切 圆 半径 , 同 理 1 到 1;, 4; 的 距离 分 别 为 xcosB,rcos C. 因为 人 ABC (第 7 题 ) 
的 外 心 到 三 边 的 距离 为 Reos A, Recos B,RcosC, 所 以 人 ABC 的 外 心 到 三 边 距 离 之 比 也 为 
cos A: cosB: cosC. 因 此 I 是 八 A'B'C' 的 外 心 ,并 且 半 径 是 x. 即 A’, B', C 都 在 八 ABC 的 内 切 
圆 上 . 

8. 设 A, 二 a 十 嫩 十 Gr 十 dn;y 则 Anni = 2A, 王 … 一 2"A .因为 Ai = 二 A, 所 以 Al = 0, A, = 二 0. 
从 而 a 十 0 = 二 Ari 一 0, 久 十 四 一 4 一 0. 设 B, = 十 权 十 十 d2, 则 Bi = 2B, 十 2(a,b， 
十 Bcn 十 Crd 十 dnan) 二 2B, = 二 … = 二 2"B1. 因为 Bom = B, 所 以 Bi 一 0, 有 ,一 0,a 一 名 一 避 一 
d, = 0. 

9. d 二 1594. 不 难 验 证 a = 二 797, 5 二 787, c= 二 13 时 ,a 十 c 一 6 二 23, 6 十 c 一 a 二 3, a 十 b 一 c= 二 1 571， 
a 十 b 十 c 二 1 597 都 是 质数 . 
男 一 方面 ,如 果 800 十 a 与 800 一 a 都 是 质数 ,那么 a 关 3( 否 则 800 十 3 被 11 整除 ), 并 且 a 关 1 
(mod 3). 所 以 必 有 800 一 a = 3, a 一 797, a 十 b 十 c= 二 1597, 从 而 d == 1597 一 3 = 二 1594. 这 是 4 
的 唯一 的 值 . 


RE 三 二 是 既 约 多 项 式 . 事实 上 , 令 zx 一 1 = y, 则 原 式 化 为 


r 


yy 十 py 让 十 Gy 十 … 十 p, 用 区 森 斯 坦 判 别 法 即 知 它 既 约 . 设 t== e 芝 = cos 十 isin 
rp p p 

则 5 是 z 站 十 zx 十 … 十] 的 根 , 因为 > 如 六 = 0, 所 以 5 是 多 项 式 > Aize 的 根 ，> ze- 与 
站 =] 大 二 1 


既 约 多 项 式 zz 十 zr 十 … 十 1 有 公共 根 ,因而 必 被 后 者 整除 . 由 于 两 者 次 数 相等 ,所 以 bez! 二 
k=1 
c(xr? 十 zz 十 … 十 1), 其 中 心 为 常数 ,于 是 六 三 访 一 … 一 b,. 
11. 取 a 二 a 二 … 二 a, 三 a 六 1, 则 由 原 不 等 式 得 (一 1)a” + 二 


n 
这 a 


' 从 而 三 
n 一 1( 如 果 以 之 1 一 了, 则 一 1 十 高 > + 在 a 足够 大 时 不 成 立 ). 另 一 方面 ,在 六 三 


( 工 十 c 扩 十 必 十 az 


~DL 
一 
n 一 1 时 ,af 十 十 十 a 守 n - ) 5 寺 本 十 生起 本 1 尖 


(一 D Var = 下, 将 类 似 的 不 等 式 ( 共 n 个 ,每 个 中 有 一 个 w 不 出 现 ) 相 加 得 


12. 


13. 


14. 


习题 提示 与 解答 


cy 十 a 二 十 a 之 二 十 亡 十 "中 相让 (= 二 nn) ,所 以 af 十 ag 十 十 a” 


Cr 1 一 PCO) | 十 Co |a— PO) I+Ch| a —PO | 十 十 CH | Pa 1) | 之 


w+] mr) 
2 (一 DC 一 > (一 DAC4 PC | = (a 一 1)m( 利 用 第 27 讲 例 9). 因此 |1 一 
点 一 站 k= 


7 eth 


| RN Se 必 有 一 个 宇 志 一 一 4 一 -一 一 一 
P(0) | | au PLl) | | a P(z 十 1)| 中 必 有 | Ci 十 Ch 站 局 十 Cl 


ey we 


2 
证 FE 
递 推 数列 的 特征 方程 是 一 从 十 1 二 0. 它 的 根 a = 《+ 一 4， 
a by ce an 一 | 
ee et 
1 1 一 m 十 ] 1 一 mr] 

了 二 

_ (Da) 

Vk —4(l1—a)a" 
+ 堆 + wn ( De — Dp*—3D (a —p)) 
和 一 】 h=]1 A=1 


1 (om 一 DG 一 er) 3Owu 


一 -一 一 一 一 


(k? 一 4)302 (1 一 aa )a3r k:—4° 
学 7 大 -pe (+ 3) 
小 有 2 一 人 4 as (1 十 a 二 a) 


(+p"+ Dam +p"t+1)— 3+1) 


(kk 十 1)(k: 一 4) : 
w 二 a" 十 B" 满 足 初始 条 件 vo 二 2, wu 一 大 及 递 推 关 系 wa 二 kv 一 v1. 因此 ww, 是 上 的 nn 次 整 系 
数 多 项 式 . f(k) 一 (or 十 记 十 1 (am 十 Bm 十 1) 一 3( 上 十 1) 是 大 的 整 系数 多 项 式 .在 & 一 2 时 ,w 二 


B= 1; 在 k= 一 2 时 ,a 二 B= 一 1; 在 k 一 一 1 时 ,a 一 一 二 (31 如,g== 多 , 均 有 f(k) 一 0. 于 
是 f(&) 被 (十 1) (一 4) 整除 . 因为 (k 十 1) Ck: 一 4) 的 首 项 系数 为 1, 所 以 商 也 是 点 的 整 系数 多 
项 式 . 因此 > ,好 被 > ,wu 整除 . 

设 u 二 8,B 为 实数 , 则 Bl 过 访 三 … 三 B. 不 妨 设 B = 0 ( 即 u = 1), 否则 用 + 代替 可 
与 4 设 B 的 小 数 部 分 为 B 一 [8] = ri. 令 4= 2 ,8 为 0 一 1 之 间 的 数 皮 = 2 ,wu = 


[8R] 十 1 ( 若 8 一 mm)， | cid 开具 冰 从 等 矶 水 关 
lee (车 B 宇 7). 显然 为 正 整数 ,(iD,(ii) 均 成 立 , (iii) 即 2 > 和 2B at+1 一 有 .不 


妨 设 加 hyp= 7 时 ,这 和 的 值 为 Cj 一 1) 十 > ) 关 一 zi 在 7 跑 过 1， 2 oo nn 时 ， 
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15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


这 些 和 的 平均 值 为 十 0j 一 1) = “所 +. 因此 至 少 有 一 个 /使 2 于 二 > (8 一 a 十 1 一 ) 成 
立 . 即 取 有 8= .这 时 (3) 也 成 立 . 

容易 看 出 8 一 ww 十 1 一 8= (r; 一 B}. 因此 也 可 利用 第 49 讲 例 7 求解 . 

原 不 等 式 即 Qalanti 十 二 2 之 CQnH Wd, 由 斐 波 那 契 数 的 性 质 ,又 可 化 为 dz dndn2 5 由 
第 22 讲 (11) ,左边 ==( 一 1)". 所 以 在 n A A 


(a) 取 自然 数 k 宇 cl 二 a 二 min| x, Va 


二 }. 于 是 ,可 设 a = 1 十 6, 5 一 
< 二 显然 5 对 nn = ts k 成 立 . 假设 z， >a'(n 宇 有), 则 cz dd 


En a ds a a Ne eh EE ci 
i rd 


一 一 1 一 把 一 《>>&. 所 以 xm 之 a" 对 所 有 的 均 成 立 . 


(b) 不 是 . 先 取 zi 一 wa, z= z3 = 二 ,2 二 … 二 zi 二 a … 这 时 对 任意 的 常数 c, 当 2 二 上 
时 ,czo 二 a 之 (27 一 1Da 二 zor 十 zzr1 十 … 十 zm_s, 要 使 {z) 严格 递增 ,只 和 需 将 
上 述 z, 各 自 增 加 或 减少 一 个 很 小 的 正 数 ( 互 不 相同 ) 即 可 . 

不 妨 设 a 十 人 十 … 十 an 一 0， 1 委 允 和 有 委 处 若 六 Eee 则 取 x) i 结论 显然 . 设 
1 < 7 又 设 (al a dn) = 二 53, Qn] 十 Qmrz 十 … 十 as 二 B, 则 有 整数 A ,Az ，…, 4 ,使 和 Ajai 
十 lzaz 十 … 十 Mnwaw 三 一 sB, 取 定 正 整 数 /二 max{| 入 |， | 1 |，…，| 4 1. 由 习题 49 第 7 题 ， 
在 正 整 数 集 分 成 部 分 ( 染 成 种 颜色 ) 时 ,有 正 整 数 a,d, 使 4 十 d, a 十 2d,…, a 十 (21 十 1)d 与 
sd 同色 . 改 记 a 十 ld 为 A, 则 A 十 1d, A 十 hd,… ,A 十 hd 与 sd 同色 .而 zx 一 4 二 Nd(1 挟 : 
过 mm) ,Zz = 二 坎 (m 十 1 牵 j 志 nn) 是 方程 的 解 . 

不 妨 设 1 在 红 盒子 A! 中 ,日 盒子 A: 中 最 小 的 数 a 小 于 蓝 盒子 A; 中 最 小 的 数 5. 如 果 a 二 2, 那 
么 2, ,a 一 1 EAi, 而 6 十 (a 一 1) = (6 一 1) 十 a 所 以 6 一 1 € 4A:. (一 1) 十 2 = 5b 十 1, 是 无 
法 判定 的 情况 . 所 以 a = 2. 如 果 100 二 5 二 3, 那么 (68 十 1) 十 1 = 二 5 十 2 表明 5 十 1 € Ai. 但 (十 
1) 十 2 = 二 65 十 3, 是 无 法 断定 的 情况 . 所 以 6 二 3 或 5 == 100. 如 果 b== 3, 那么 2 十 3 = 1 十 4 推出 
4€ A;3 十 4 二 2 十 5 推出 5 € Ai,4 十 5 = 3 十 6 推出 6E€ Ai. 设 3kE A;, 则 由 3k 十 2 = 二 (3k 十 
1) 十 1 推出 3k 十 1€ Al, 由 3k 十 4 二 (3k 十 2) 十 2 推出 3k 十 2 € As,3k 十 6 二 (3k 十 3) 十 3 推出 
3k 十 3 € As. 因此 这 时 Al = {1, 4, 7,…, 97, 100}, A, = {2, 5, 8, ,98},A;s 二 {3, 6 
9，*…，99}. 如 果 46= 100, 那么 对 于 EA 并且 上 二 99, 因 为 100 十 1 = (101 一 上 十 ,所 以 101 
一 k€ Az. 因为 100 十 2 二 (101 一 十 (十 1) ,所 以 & 十 1 EAz. 从 而 Az 二 {2, 3,…, 99}, Ai = 
(1 = {100}. 


CA 


一 一 ， 可 设 跳 芋 已 经 跳 开 , 形 成 nn 个 点 , 相 邻 两 点 的 距离 三 1. 以 后 最 后 那 只 
Wh re 3 辣 坝 设 2 之 1， a 
移 1. 因此 经 有 限 多 次 后 ,所 有 跳蚤 到 达 任 一 指定 点 M 的 右 方 . 如 果 4 一 -一 ,可 设 第 一 只 跳 重 
在 这 直线 ( 数 轴 ) 上 的 1, 其 余 & = 二 n 一 1 只 在 原点 . po 4 的 线段 . 


20. 


21. 


22. 


23. 


习题 提示 与 解答 


在 以 后 的 跳 牙 中 产生 的 线段 长 是 的 多 项 式 , 系 数 为 正 整数 ,不 含 常数 项 . 如 果 其 中 有 4 的 一 次 
项 ,那么 这 只 跳蚤 必 从 区 间 [0,， 菇 上 空 牙 过 . 而 从 [0，1] 上 空 跃 过 只 有 上 大 次 ,所 以 所 有 的 系数 的 
和 是 .同样 ,从 长 为 4 的 区 间 上 路 过 才能 产生 X? 项 . 长 为 4 的 区 间 有 上 个 ,每 个 区 间 可 以 有 上 只 
跳 章 跃 过 ,因而 的 系数 的 和 是 已. 依 此 类 推 ,跳蚤 跳跃 中 产生 的 线段 总 长 为 1 十 妈 十 背 窜 十 …. 


由 于 4 < 友 ， 这 和 收敛 于 本 六 ,是 有 界 的 .因而 取 M = 一 , 则 跳 基 跳 不 到 M 的 右 方 


用 归纳 法 . 设 n 二 2.3。m, 若 a, 8 中 有 一 个 为 正 , 则 六 一 2 用 归纳 假设 即 得 . 设 2+ n,3+ 交 
则 3 | (一 2 或 31(n 一 和. 设 n== 2 十 34, 其 中 已 经 最 大 , 则 六 一 2 ,否则 一 2 十 3 。2* 十 
3 一 2) 二 27 十 3(h 一 2). 由 归纳 假设 ,h 有 所 说 表示 ,从 而 nn 也 有 符合 要 求 的 表示 . 

(a) 先 设 a > 二 0. 作 辑 转 相 除 , a = qi6 十 ni ,6= gr 十 rr; ，…， reat — ga in ry > 
> 则 (a, 6b) > (nb) (ni, ri) > rr) 或 Cr ， ro). 再 变 为 (7, ,rr,) 一 (r,， 
rr ) 或 (mr 靖 ) 一 一 (65,1) 一 (4b, a), 对 于 都 小 于 0 的 数 一 a, 一 b (a 守 5b 守 0), 可 仍 照 上 
法 进行 ,只 是 元 ,ri ，…，, rs 痢 换 成 一 i， 一 72，…， 一 对 于 一 正 一 负 的 数 a, 一 上 (ae 二 0, 6 二 
0), 设 一 b 放 0; 则 (ay 一 站 一 (a, ha 一 了 一 :> (如 一 0 a) =(—b, a). (a, 0)—» (a,— a) 
(0,—a)—=(—24,—a)— (—2a, a) — (0, a). 

(b) (1, 5) 一 (1F1) (5, 1), (19, 99) 一 (193.4) -> (3, 4) —» (3, 1) 一 (1，1) 一 (1，3) 一 
(4,，3) 一 (4, 19) ~» (99, 19). 


答案 是 [于 |+1 在 nn 二 2 路 十 1 时 , 先 将 k 十 1,& 十 2 号 移 到 1 前 .再 将 与 & 十 3 插 在 上 十 1 与 


十 2 之 间 , 以 后 陆续 抽取 一 1 与 & 十 4, 一 2 与 上 十 5, …, 2 与 2 十 1, 并 将 每 一 对 放 在 上 次 抽 
取 的 一 对 之 间 . 最 后 将 上 十 1, &，…, 2 放 到 上 十 2 与 1 之 间 .n = 2 时 , 先 将 上 ,上 十 1 号 移 到 1 号 
前 ,再 陆续 抽取 一 1 与 上 十 2,，…，] 与 2k, 并 将 每 一 对 放 在 上 次 抽取 的 一 对 之 间 , 最 后 将 上， 
上 一 1,，…, 1 放 在 & 十 1 的 后 面 . 


为 了 证 明 | 至 |+ 1 是 最 少 次 数 ,我 们 考虑 每 相 邻 两 张 牌号 数 的 差 . 开始 时 是 a 一 1 个 负数 ,最 后 


是 nn 一 1 个 正 数 .一 次 抽取 ,比如 说 将 b 至 c 移 到 e 与 f 之 间 , 则 原来 的 差 a 一 b, c 一 d， e 一 f 变 为 
a—d,e—b,c—f. 和 (a—b)+(c—d)+(e—f)= (a 一 d) 十 (e 一 失 十 (c 一 用 ,所 以 抽动 后 至 
多 比 原来 少 两 个 负数 .但 第 一 次 抽动 ,由 于 a 一 d,c 二 f, 所 以 只 减少 一 个 负数 . 最 后 一 次 抽动 也 
是 如 此 (可 以 反 过 来 ,看 成 从 m ?一 1，…， 1 中 抽动 一 次 ,只 增加 一 个 负数 ). 于 是 在 n 二 2k 十 1 
时 ,至 少 要 1 十 2X (k 一 1) 二 2 十 1 = 二 上 十 1 次 抽动 .n = 2k 时 ,至 少 要 1 十 2X (k 一 2) 二 2 十 1 十 


1 = 二 上 十 1 次 抽动 . 
(1 
好 的 最 大 值 是 21. 若 有 22 个 数 a » U2», ”9 U22 满足 要 求 , 则 ai » dz2» 9 dz20 这 20 个 数 中 至 少 有 两 


个 数 的 个 位 数字 是 9, 而 且 这 两 个 数 中 必 有 一 个 数 的 十 位 数字 不 是 9, 令 它 为 aj. 因为 数字 和 

So 1) 天 sc) 一 SCaj+Hl) 下 SGaj+2) (mod 2), 而 J | Sa ) ,J 二》 | Sair1) ,所 以 Saj) 与 Sa 1) 必 为 偶数 ， 

Sa 1]) 与 S(aj+H2) 为 奇数 ,但 7 一 1] 二 7 十 2 中 有 一 个 为 偶数 ,与 (j 一 1) | SCa_1) i(7 二 2) | Sa 2) 下 盾 . 

因此 ?< 21. 另 一 方面 , 取 ws 一 4 800…0 (4, 8 可 改 为 任 两 个 和 为 12 的 数字 ), 则 i| se ,i 一 
大 个 0 

12， 3 人 21. 而 ai sy dl0» "9 U2 的 数字 和 为 11 十 9k， 10 十 9R， Nii 2 十 9 明 , 因 此 取 上 为 2， 号 es 
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24. 


25. 


26. 


27. 


11 的 最 小 公 售 数 , 则 al，az ，…，a2l 满足 要 求 ， 

甲 可 保证 得 到 46. 甲 抓 16 次 ,每 次 6 个 金币 ,又 抓 1 次 4 个 金币 , 则 乙 如 果 先 取 9 次 ,至 多 有 9X6 
二 54 个 金币 . 甲 如 果 先 取 9 次 ,至 少 有 8X6 十 4 = 52 个 金币 . 因此 , 甲 至 少 可 得 100 一 54 王 46 个 
人 金币 . 另 一 方面 ,如 果 乙 采取 如 下 策略 : 甲 抓 的 金币 三 6, 乙 就 要 ,和 否则 就 不 要 . 这 样 甲 至 多 得 
max(100—6X9, 5X9) = 46 个 . 

至 多 可 放 16 只 马 . 图 (1) 表 明 可 放 16 只 马 . 另 一 方面 ,将 棋盘 染 上 黑 、 白 两 色 ( 如 图 (2)), 因 为 每 
只 白马 恰 可 攻击 2 只 黑马 ,每 只 黑马 恰 受 2 只 白马 攻击 ( 即 每 只 黑马 恰 可 攻击 2 只 白马 ), 所 以 设 
有 大 只 白马 , 则 黑马 数 为 2 二 2 一 大 即 白马 数 与 黑马 数 相 等 . 如 果 白 马 数 k 宇 9, 那么 图 (3) 中 ,a， 
bp, c,d 四 个 白 格 中 至 少 有 1 只 马 . 设 a 中 有 马 .因为 a 中 的 马 可 以 攻击 6 个 黑 格 中 的 马 ,所 以 其 
中 有 4 个 黑 格 无 马 . 这 样 ,其 余 9 个 黑 格 中 都 必须 有 马 . 特别 地 ,中 央 有 马 ,但 这 马 可 攻 击 8 个 白 
格 中 的 马 ,所 以 其 中 至 少 有 6 个 白 格 无 马 . 白 格 中 的 马 至 多 12 一 6 = 6 个 ,与 & 宇 9 矛盾 . 


i 图 (2) 
(第 25 题 ) 


(a) 存在 . 因为 第 1，11，21, … 项 为 负 , 我 们 设 它们 为 一 1. 又 设 wm = a 二 "= aw 一 
和 sm 


2 
难 验证 这 个 数列 符合 要 求 . 
(b) 不 存在 . 车 有 这 样 的 数列 , 则 ai 十 aiz 十 … 十 a 二 0， 从 而 at 十 az 十 … 十 ario 之 1. 于 
是 ai 十 (az 十 … 十 ai) 十 (aiz 十 … 十 azl) 十 … i (二 “二 alt I 在 上 充分 大 
(二 一 a1) 时 ,上 式 非 负 . 
设 对 1, 2, …, nn 不 一 定 能 成 功 . 可 设 这 种 情况 发 生 时 ,1, 2,…, /一 1 在 左 盘 ,: 在 右 盘 . 如 果 还 有 
在 右 盘 ,那么 k 十 1 也 在 右 盘 (否则 可 从 左 盘 去 掉 1 一 1 与 上 十 1, 右 盘 去 掉 : 与 & ,天平 仍 平衡 ). 
从 而 上 至 均 在 右 盘 . 不 妨 设 太 是 右 盘 第 一 个 大 于 + 的 硅 码 . 如 果 A 二 上 十 2, 那么 左 盘 可 去 掉 
1 十 1 与 & 一 1, 右 盘 可 去 掉 上 与 &, 天 平 仍 平衡 .所 以 上 = 上 十 1 或 十 2. 于 是 不 能 成 功 的 情况 只 有 


1 十 2 十 … 十 (1 一 1) = 广 人 1 十 2+ … 十 7 或 1 十 2 十 … 十 (一 1) 十 (十 1) = 去 (1 十 2 十 … 十 


oe 
-~ 


由 , 即 十 1(1 一 1) 一 十 n(n 十 DD 或 二 (十 Di+1 一 二 n(n 十 1D). 因为 去 X70X71 十 1 过 


100 x 101 = x 71 X72, 所 以 n 二 100 时 ,一 定 能 成 功 . 


上 面 两 个 方程 又 可 写成 (2n 十 1)? 一 2(21 一 1)? = 一 1 或 (2n 十 1)* 一 2(2t 十 1)? = 15, 后 一 个 方 
程 mod 5 即 知 无 解 . 前 一 个 方程 可 由 习题 13 第 7 题 导出 解 为 n= x;， 1 一 于 Ce 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


习题 提示 与 解答 


特别 地 , n = 二 20, 一 +! 二 15 是 一 组 解 ， 


假设 命题 对 ”一 1 Pr 2 一 3 显然 ), 若 这 2”” 个 数列 的 第 一 项 不 全 为 1, 则 其 中 有 数列 的 第 
一 项 为 0. 如 果 这 样 的 数列 个 数 为 2 一 , 那么 根据 归纳 假设 ,不 妨 设 其 中 2 个 的 第 二 项 都 是 1. 
由 于 个 数 过 2 ,所 以 后 面 的 ”一 2 项 穷尽 所 有 情况 ,特别 地 ,有 数列 (0，1, 0, 0, …, 0), 于 是 
2” 个 数列 中 任 一 个 数列 的 第 二 项 必须 为 1. 如 果 第 一 项 为 0 的 数列 少 于 2 一: ， 那么 第 一 项 为 1 
的 个 数 多 于 2”“. 去 掉 第 一 项 得 出 "一 1 项 的 数列 ,个 数 多 于 2 一 . 因为 每 个 数列 工 都 有 一个 补 数 
列 y, 即 工 的 某 项 为 0( 或 1), 则 > 的 相应 项 为 1( 或 0) ,两 者 一 一 对 应 ,总 个 数 为 2"", 所 以 上 述 
7 一 1 项 的 数列 ,个 数 多 于 2 时 ,其 中 必 有 两 个 互补 . 设 二 与 互补 , 则 添上 第 一 项 1 后 的 两 个 
项 的 数列 与 第 一 项 为 0 的 项 数列 ,没有 pp 使 得 它们 的 第 p 项 都 是 1 ,与 已 知 矛 盾 , 因 而 这 种 情 
沈 不 会 发 生 . 

由 习题 8 第 11 题 ,2 到 .Fa < 和. 而 /oO 一 产 ,所 以 2 一 rm ,并 且 如 全 而 5 


太志 mp p mp 


一 nd 因此 一 一 这 


计 式 , 称 为 契 比 雪夫 定理 . 更 强 的 结 
论 x(n) ~ ea ( x(n) 与 记 - 的 差 远 小 于 过 - emi 将 上 面 的 nn 换 成 p, 得 


a Ee .所 以 p> 二 nlog, n, 并且 x(w) 二 
ni log;: p, <2n logs nn (可 以 证 明 更 强 的 结论 p, 一 mw lnn)， 


考虑 质数 数列 {p,}. 差 加 一 户 人 一 2, 3,，…， n 十 1) 均 为 偶数 . 如 果 每 个 差 出 现 的 次 数 均 不 超过 


A, 那 么 这 ?个 差 的 和 ps 一 3 三 (2 十 4 十 6 十 … 十 2 。 | 三]|) 兰 扩 (至 一 1). 但 rr 到 20 二 1) 


Es > 所 以 p， ee pn = 


“logz 24n 十 1), 而 2(n 十 llogz 2(n 十 1) >n( 卫 一 1) 在 nn 是 够 大 时 不 成 立 , 所 以 必 有 一 个 差 


作为 相 邻 质数 差 pi 一 p; 出 现 的 次 数 在 次 以 上 . 

由 上 题 ,我 们 知道 存在 正 偶数 c, 使 得 p 一 pp 二 有 ni 十 1 组 解 . 设 6, 训 位 志 ?nn) 并 和 S33 
是 解 , 则 令 a; = 6c 一 201 i 过),d=2,d’ =2+e 即 得 出 一 个 合乎 要 求 的 数列 {a,). 
首先 证 明 对 a € N，27 十 1 被 3 整除 . a = 1 时 结论 显然 . 设 对 a 结论 成 立 , 则 2 十 1 二 
(2 十 1])(222 一 28 十 1). 后 一 括号 中 的 项 是 3 的 倍数 ,所 以 3 | (271! 十 1)， 而 且 最 大 公约 数 
(人 十 1 一 罗 十 本 一 122 一 人 二 人 十 1 二 一 有 于 是 取 a 三 2000, 则 2? +4 
1 被 ? 整除 ,而 且 有 一 质 因数 户 不 是 2*” 十 1 的 因数 , 2”" 十 1 又 有 一 质 因数 pr 不 是 2 二 1 
的 因数 ,… 2 ”十 1 有 一 质 因数 请 mm 不 是 27 2? 十 1 的 因数 ，2zmmcmsm 十 1 被 
3P1 如 …pio% 整除 . 取 n 二 3°p1p2a"**p1o99 即 可 . 

结论 不 成 立 . 如 A= {1, 2, 3 , 5, 8, 9, 13, 15, 16), 则 4 十 A = {2, 3, .…， 32}\{27}, | A 十 A | 
一 30. 而 A 一 A 二 {一 15, 一 14,…, 15}\{ 土 9}, | A 一 A |= 29. 这 是 Conway 在 1969 年 举 出 的 
反例 . 

不 妨 设 1 < d 寺 cb 寺 a 志 pp 一 1, 这 时 ( 取 r = 二 1 得 )a 十 b 十 c 十 d 二 2p. 如 果 &a, b,c d 中 
有 相等 的 ,可 以 将 它 乘 以 适当 的 r+,mod p 后 变 为 1,1. 从 而 男 两 个 ( 作 同 样 处 理 后 ) 只 能 为 p 一 1， 
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思 一 1, 结论 成 立 . 于 是 设 d= 二 1 二 cc 二 b 二 a, 而 a==p 一 t, b==p 一 s,s 之 t. 从 而 c= s 十 t 一 1. 
显然 ;二 如, 否则 1 十 c 十 6 过 p，1 十 cb 十 a 过 2p. 设 :之 2. 如 果 有 整数 j, 使 了 之 j 过 子 ， 
则 j, jc 一 志 , 一 护 , 轧 一 天 四 个 自然 数 的 和 为 妃 ， Re 于 是 ,有 正 整 数 &, 使 
上 二 也 二 了 一 k++1( 显 然 & 之 2). 从 而 十 和 


p p ks 大 ， R41 
间 的 法 雷 数列 (习题 9 第 17 题 ) ,最终 必 有 
1 h 1 
Ee 和 
m nn 大 Ra RF 2 二 
其 中 至， 硅 ， 二 是 连续 的 法 雷 分 数 , 即 了 一 /十 &, 一 闷 十 妨 而 且 于 一 二 一 在 【((C*) 中 玫 不 


可 能 与 抱 或 二 相等 ,否则 在 对 1 与 友之 间 的 分 数 只 有 一 个 分 母 为 户 ) /之 k 之 2, 8 之 k++1 之 3 
x ) 得 如 7 pn—l WE kk mit hh 
由 (* ) 得 三 >c, 即 加 二 之 < 所 以 二 | ri DD) 地 , 即 Se 


化 简 得 pp 守 g(1 十 1 一 1)). 从 而 pi 十 g) 二 g 一 gl 十 (gl 一 一 g)t 宇 十 g 一 gi 十 2(gl 一 
li—g)=#+gl—2i—g=# 二 +(g 一 2)(1 一 1) 一 2 宇 5#j 一 1. pp 之 4. 于 是 取 r==j, 四 个 自然 
数 ), jc 一 np， np 一 js， 马 一 拓 的 和 为 pp. 与 已 知 矛 盾 . 因此 必 有 t= 1, a 十 d= 二 p,b 二 c= 二 上 p. 
设 结论 不 成 立 , 则 (2n 一 1, 2k 十 1) = 二 1, 从 而 (十 n, 2n 一 1) = (2k 十 1, 2n 一 1) = 二 1, 但 上 十 nn 
一 (k 二 n, 4 十 1) = (kn, 42 一 1) 一 (k 十 n, (2n 一 1)(2n 十 1)) = 二 (k 十 n, 2n 十 1). 而 2n 
十 1 过 2G 十 nn) ,所 以 上 十 n = 二 22 十 1, n 十 1 = 二 上 ,与 已 知 了 矛盾 . 


.7 一 3 士 1 时 , 取 a 一 0 一 Ac 一 有 十 1], 则 ao 十 多 十 所 一 3apc = 二 (z 十 b 十 o)X 计 (Ca 一 芒 ? 十 


(一 c): 十 (ce 一 ad)2) 一 刀 .02 一 9% 时 , 取 a 一 & 上 十 1,8 一 有 一 1, cc 一 R, 则 as 十 氏 十 c 一 3apc = 
9k. 在 n= 二 3k 时 ,车 十 如 十 一 3abc 二 n, 则 mod3 得 十 中 十 5 志 0, 但 a 十 6 十 c 夺 a 十 
中 十 c, 所 以 a 十 5 十 c 三 0. 又 不 难 验证 这 时 (a 一 ?十 (6 一 co 十 (c 一 a)? 三 0 (mod3). 从 而 
9|n. 因此 所 求 充分 必要 条 件 是 n 关 3, 6 (mod 9). 

令 f(n) 一刀 十 om 十 有 十 c. 因为 f(n 十 2) 一 fln) 夺 (27 十 26) (mod 4), 所 以 fl(n 十 2) 与 f(n) 
有 相同 的 奇偶 性 . 如 果 它 们 都 是 平方 数 ,那么 f(n 十 2) 三 f(n) 夺 0 或 1 (mod4). 从 而 f(n 十 2) 
一 f(n) 三 0(mod 4). 但 在 的 奇偶 性 与 5 不 同时 , 2m 十 20 天 0(mod 4), 所 以 这 时 wm) 或 
Vf 十 2) 不 是 整数 . 


. 当 m,n 均 为 奇数 时 ,和 So 。 = Sc—DL#][#] 是 奇数 个 土 1 的 和 ,不 为 0. 当 m, n 的 奇偶 性 


i se ee | [ele La 
[mw 一 法 1]= | 一 去 一 信和 中 + [mw 一 十 一 (去) ]= 一 1 十 m 一 1 是 奇数 ,所 以 


n 


(一 1) [二 +[] 与 (一 DLL ] 正好 抵消 ,此 时 S = 0. 如 果 m,n 都 是 偶数 , 设 m = 


39. 


40. 


习题 提示 与 解答 


sk 一 2 出 因 为 [ 球 ]~ [2] [天 ],[ 旬 ]- [ 线 1]- [站 ,mwsaw - 
] ( 


4 大 一 1 2 太一 1 如 一 1 
2 之 ) (一 1)[L 直 [去 ] = 2> DVL][t] = 2 
i=0 {=0 


一 DL#][ 和 圭一 D[ 堂 J+[ 哇 ]) 
1 为 偶数 


il 
BLD LL = ei 


0. 从 而 Sm. 二 0 当 且 仅 当 质 因数 2 在 mm, n 中 的 次 数 不 同 . 
首先 证 明 引 理 :“ 存 在 自然 数 M ,使 得 任 一 个 长 为 M, 的 “片段 ，{n 十 1, 2 十 2，…， n 十 MM) 分 拆 为 
gq 个 子 集 BI ， B;， 9 江 2 时 , 必 有 /个 自然 数 工 | XT 二 “i 及 自然 数 1 ,使 得 P(x SS 
Zi) 十 上 在 同一 个 集合 Bk 中 . "采用 归纳 法 . (= 1 时 , 取 M = gq 十 1, 则 有 1 及 zx 十 在 同一 个 B 
中 . 假设 引 理 对 于 /一 1 成立 , 即 有 Mi ,使 得 任 一 长 为 Mi 的 片段 分 为 9 个子 集 时 ,有 自然 数 六 
全 Z2 车 会 Xm 及 i 使 得 P(r zz，…, xi) 十: € Bi. 显然 zi = (zi 十 2) —t 过 Mi 
1. 令 M =M_ (gCMii 一 外 十 1), 则 在 {fn 十 1, nn 十 2,，…， ?十 AM 分 拆 为 Bl ，B,,，…,B, 
时 ,由 于 (n 十 1，…, 2 十 M} 有 gM 一 1) 站 十 1 个 长 为 Mi 的 互 不 相交 的 片段 ,每 个 片段 中 有 
i 含有 相应 的 zi < 由 于 zx Mil1, 这 gq(Mi i a i | 个 数 
组 (zw ， xz，*… ,zi-1) 中 至 少 有 gq 十 1 个 是 相同 的 . 又 由 于 Bi 只 有 g 个 ,所 以 必 有 同一 个 B, ,含有 
Plnszss "sy zp) RR (rs my zi} 1 St. 令 玉 一 2 = zs 则 B 中 含有 P 
(x1， Xz，"*…， ZX) 十 t. 于 是 引 理 成 立 . 

对 于 NN 二 Bl U BU… UB,, 由 于 NN 中 有 无 限 多 个 互 不 相交 的 片段 长 为 M,, 从 而 有 无 限 
多 个 相同 的 IX Xi (因为 zr/ 以 MM 为 界 ) ,相应 的 P (Ris er 过 (之 太 
二 …), 在 同一 个 B 中 . 
首先 在 三 5 时 ,这 是 可 能 的 . 图 示 是 上 = 5 时 的 公路 系统 . 
k 夺 4 时 ,不 可 能 . 如 果 有 一 个 城市 A 只 引出 3 条 路 ,那么 它 至 多 达到 3 十 3 X 3 = 12 个 城市 (图 
(a)). 所 以 每 一 个 城市 都 必须 引出 4 条 路 . 
如 果 城 市 A 不 是 三 角形 也 不 是 四 边 形 的 顶点 ,那么 如 图 (b),A 以 
外 至 少 有 16 个 城市 ,与 已 知 不 符 . 如 果 A 是 三 角形 顶点 ,那么 如 
图 (c) ,A 只 能 到 达 14 个 城市 . 如 果 A 是 两 个 四 边 形 的 顶点 ,那么 
如 图 (d),A 也 只 能 到 达 14 个 顶点 ,所 以 每 个 城市 都 恰好 是 一 个 
四 边 形 的 顶点 . 
于 是 16 个 城市 组 成 4 个 四 边 形 A,B,C,D;,，(i=1, 2, 3, 4).Al 不 
可 能 与 另 一 个 四 边 形 的 两 个 顶点 相连 (否则 出 现 三 角形 或 另 一 个 
以 为 顶点 的 四 边 形 ). 因此 A; 与 其 他 两 个 四 边 形 各 有 一 个 顶 
点 相连 ,不 妨 设 Ai 与 As B,C;D,，As BiC:Di 的 各 一 个 顶点 As， 人 
A 相连 , 记 之 为 A (2，3). Bi 必 与 Cz 或 C; 相连 ,不 妨 设 Bi 与 Cs 相连 . 这 时 A, 与 A, B,C,D， 
的 项 点 也 需要 通过 Bi ,D, 这 两 点 来 连 ,所 以 Bi 应 记 为 B (2,4). 从 而 Bi 不 与 A;B;C;D; 的 顶点 
Cs 相连 . Al 与 C; 需 通 过 D， 来 连 , 即 Di 应 记 为 D (3，4)， 于 是 ,三 个 点 所 记 的 有 序数 对 (2，3)， 
(3, 4,(2, 49) 互 不 相同 .点 Ci 与 A、Bi, 点 CC 与 Di、Al 也 应 如 此 ,但 这 不 可 能 同时 做 到 . 


f= 
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41. 


42. 


A 
A 
(a) (b) 

A 
(Cc) (d) 


设 a 一 ao 一 … 一 ww. 又 设 ai = 64b;(1 达 i 过. 最 少 需要 3(b 十 1) 人 参加 比赛 .一 方面 ,如 果 


赛 w 次 的 选手 A 属于 一 个 对 子 ,那么 与 他 比赛 的 对 子 有 a 个 ,ai 个 对 子 至 少 用 人 = a 个 


人 (因为 每 人 至 多 属于 两 个 对 子 ). 加 上 A 与 A 的 搭档 ,人 数 三 w 十 2. 如 果 赛 we 次 的 选手 A 属 
于 两 个 对 子 , 那 么 设 与 第 一 对 比赛 的 有 e 对 ,与 第 二 对 比赛 的 有 f 对, e 十 f= 二 at. 不 妨 设 e 宇 了 ， 


则 与 A 比赛 过 的 人 数 宇 尝 =。 宇 堂 . 加 上 A 与 4 的 2 个 搭档 ,人 数 宇 党 十 3. 因为 a 十 2 二 


十 3, 所 以 人 数 至 少 为 过 十 3, 即 3(b 十 1), 另 一 方面 , 设 参 赛 人 数 为 3( 勾 十 1) ,要 证 明 可 以 安 


排比 赛 , 使 赛 次 集 为 M. 考虑 b 十 1 个 三 角形 ,每 个 顶点 代表 一 个 人 , 八 ABC 中 ,A 与 B,C 都 曾 组 
成 对 子 . 再 将 每 个 三 角形 作为 一 个 “点 ”,“ 点 ”之 间 适 当 连 线 . 如 果 八 ABC 与 ADEF 所 成 的 两 个 
“点 ”之 间 连 线 , 那 么 就 表示 对 子 (A，B) 与 (D, E),(E, F),，(F, DD) 各 赛 一 场 ,(B, C),，(C, A) 
也 是 如 此 ,于 是 每 个 人 都 赛 了 6 场 . 因此 只 需 证 明 可 将 “点 ”适当 连结 ,使 “点 ”引出 的 线 的 条 数 所 
成 的 集 为 {& ,be ，…, bh). 在 k= 二 1 时 ,将 bb 十 1 个 “点 "两 两 相连 , 则 每 人 的 比赛 场 数 都 是 
6b 一 ai. 在 & 王 2 时 , 取 户 个 “点 ”, 每 “点 ?与 其 他 的 饭 个 “点 ”相连 . 这 样 ,36 个 人 ,每 人 赛 6b。 
场 , 余 下 的 3(b 一 如 十 1) 个 人 ,每 人 赛 6b 场 .假设 & 三 3 并 且 结 论 对 少 于 六 的 自然 数 成 立 . 取 妃 
个 "点 ”每 “点 "与 其 他 的 & 个 “点 "相连 . 剩 下 儿 十 1 一 久 个 "点 ”其 中 及 一 和 个 不 再 与 任何 “点 ” 
相连 . 还 有 bi 十 1 一 所 个 “点 ”, 根 据 归纳 假设 ,可 将 它们 适当 连 线 , 使 得 赛 次 集 为 {6(b i 一 己 )， 
6(p 2 一 局 )，… 6(b 一 站 于 是 整个 比赛 的 赛 次 集 为 M. 


必要 性 : 因为 n = 二 hh 十 (4 一 1 十 … 十 2 十 1 = 二 羡 hACA 十 1)， 所 以 8 十 二 到 4A( 二 1) 十 1 = (2h 
二 1。 是 平方 数 ; 
充分 性 : 设 8n 十 1 二 (2h 十 1)?, 即 二 去 h(h 十 1). 将 棋子 用 第 一 象限 的 格 点 表示 .第 ; 堆 棋子 


的 横 坐 标 为 i, 纵 华 标 为 1，2,…, n,( 1 三 i 三 有 ). 首先 求 出 各 棋子 的 横 坐 标 与 纵 坐 标的 和 ,再 求 
出 这 些 和 的 总 和 S. 每 一 次 操作 可 分 为 两 步 ,第 一 步 将 最 下 面 一 行 棋 子 移 为 第 一 列 , 其 他 棋子 均 
向 右 下 方 斜 移 ( 即 横 坐 标 加 1 而 纵 坐 标 减 1). 此 时 ,最 下 面 一 行 的 棋子 横 坐 标 与 纵 坐 标 对 调 , 坐标 
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和 不 变 , 其 他 棋子 的 坐标 和 也 不 变 , 所 以 S 不 变 . 第 二 步 按 各 堆 棋 子 的 个 数 调整 成 递减 顺序 . 这 
时 纵 坐 标 均 不 改变 ,而 每 一 列 与 右面 一 列 对 调 时 , 横 坐 标 减 少 1 的 棋子 比 增加 1 的 多 ,所 以 5 
减少 . 由 于 S 是 自然 数 ,不 能 无 限 递减 下 去 ,所 以 经 过 若干 次 操作 后 ,S 保持 不 变 , 即 不 再 需要 
第 二 步调 整 . 这 时 ,在 操作 中 ,每 枚 棋子 在 一 条 直线 z+ 十 y= 二 m 十 1 上 移动 ,经 mm 次 操作 回 到 原来 
位 置 . 设 其 中 mm 的 最 大 值 为 M, 不 妨 设 在 格 点 (MM, 1) 处 有 一 枚 棋子 . 如 果 直 线 z+ 十 y= 二 M 上 的 
某 个 格 点 ( i, M 一 (1 过 i 二 M ) 处 没有 棋子 ,那么 经 M 次 操作 ,在 整 点 (i 十 1，M 一 i 一 1) 处 
没有 棋子 .经 (M 一 1 一 2?)M 次 操作 ,在 ( M 一 1, 1 ) 处 没有 棋子 ,而 C(M，1) 处 有 棋子 ,这 是 不 可 
能 的 . 因此 直线 zx+y=M 上 的 (第 一 象限 的 ) 整 点 处 均 有 棋子 . 从 而 棋子 总 数 n 满足 
1 十 ?十 …… 十 (M 一 D) = nlt2+ +M= M+. 在 n= 和 4 二 时 ,M 
三 ,并且 直线 x 十 y= 二 M 十 1 上 的 (第 一 象限 的 ) 整 点 处 均 有 棋子 , 即 各 堆 棋 子 个 数 为 h 二 hh 一 1 
pe 

. 唯一 性 易 证 . 着 Q(z)， Qi (Zz) 均 合乎 要 求 , 则 令 fx) = Q(x)—Q (zx) = br. 十 BiX 和 十 十 如 工 
十 ho， 其 中 bE€ (0, 土 1,…, 土 9},0 达 i 之 k. 由 f( 一 2) =0 得 2|tw. 由 f( 一 5) =0 得 5|b,. 所 


以 10| .但 | 和 | 一 10, 所 以 b= 0. 再 由 方太 一 2) = 十 f( 一 5) 一 0 得 10 | ,b= 0. 依 此 


类 推 即 有 f(x) = 0. 

由 唯一 性 的 证 明 , 易 想到 合乎 要 求 的 Q(z) ,其 系数 wm, wa ,… 应 满足 == n(mod2),， ao 一 ?2(mod 5) 
及 4k( 一 2) 十 ai( 一 2) 和 十 … 十 ai( 一 2) 十 ao 三 mmod 271), ar( 一 5 十 a i (一 5) 寻 十 十 
al (一 5) 十 ao 三 mmod 51), 其 中 为 x* 的 系数 . 

由 这 些 方程 组 及 中 国 剩余 定理 确实 能 逐步 定 出 ao wa，…，aw，…E{0,， 1, 2,，… ,9}. 但 如 何 证 
明 只 有 有 限 多 个 系数 非 0? 仅 用 初等 方法 ,不 涉及 p-adic 收敛 概念 似 难 以 解决 . 因此 改 用 下 面 的 
解法 . 

如 果 多 项 式 f(x) 与 g(x) 在 z= 一 2 与 x = 一 5 时 值 均 相等 ,就 记 成 f(x) = g(x). 如 zx? 十 7z 十 
10 二 0. 在 n€ {0,1,2,…, 9} 时 ,常数 nn 就 是 满足 要 求 的 多 项 式 Q(z). 在 n= 10 时 , Q(x) = 
十 6z 十 37 满足 要 求 .将 它 简 记 为 (0, 3, 6, 1). 一 般 地 , Q(x) = akz 十 az 十 … 十 an 简 
记 为 (ao， ail，*…, ax). 

设 Q(z) = 一 (ao, a ，…, ak) 的 系数 E {10, 1, 2,…, 9). 我 们 证 明 存 在 多 项 式 P(z) = Q(z) 
十 1，P(z) 的 系数 E (0, 1, 2, …, 9} 且 P(x) 的 系数 和 等 于 Q(z) 的 系数 和 加 1. 为 此 ,对 Q(x) 
的 系数 和 as 十 ai 十 … 十 a 进行 归纳 . 奠基 显然 . 设 对 系数 和 较 小 的 多 项 式 结 论 成 立 . 若 ao 一 9, 结 
论 显然 . 若 ao = 二 9, 则 (@oy a ax) 十 1] = (0; a a4) 十 (0, 3, 6, 1). 

(人 D 着 3 十 而 寺 允 则 0 而， 于 C03,6, DD= 0 十 Sazy ra) 0, 6 了 
对 多 项 式 (a;，a3，…，as ) 用 归纳 假设 ,得 多 项 式 (as ，a a) = (aa a3，… ax) 十 1. 继 
续 对 所 得 多 项 式 用 归纳 假设 ,直至 得 到 (a 操 ，…, ai ) 二 (as ， ai,，…，ar) 十 6. 再 由 归纳 假设 得 
(a a 十 (0, 1) 一 (< 和 ，a 轧 ，…， ac) 多项式 (0, al 十 3，a 妃 ，ag ，…，cc7 ) 即 为 
所 求 的 P(z). 

(ii) 若 3 十 ai 之 10, 则 令 a =a 一 7, (0; Qls ar) 十 (0,，3，6,， 1) 一 (0,，a ay Qi) 十 
(0, 0, 9,7, 1). 当 a: 一 0 时 ,上 式 即 (0, al ，9, al,，…， at) 十 (0, 0, 0, 7, 1) , 情况 与 (D) 类 似 . 
当 a 过 1 时 , 令 a 一 a 一 1, 则 上 式 王 (0, al , as, as at) 十 (0, 0, 10,7, 1) 王 (0,， al ， 
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az ， 人 3 95 ak ). 同样 ,可 以 证 明 存 在 多 项 式 R(x) ,系数 EE {0， rs 9}， 日 R(x) = Q(z) “= 
(这 只 要 注意 Q(z) 一 1 = Q(x) 十 (9, 7,，1)，, 再 多 次 利用 上 面 关 于 Q(x) 十 1 的 结果 即 得 ). 
因此 ,对 一 切 整数 n, 均 有 合乎 要 求 的 多 项 式 Q(x) 存在 . 


44. 令 工 二 f(y) 二 上 ,由 已 知 的 方程 


fx— ND = DT TO—1 (1) 
得 
f(0) = 2f(8) 十 已 一 1， 
即 


六- 
CRY 人 ke fCR). (2) 


如 果 对 所 有 & E R, (2) 都 成 立 ,那么 令 上 = 二 0 得 f(0) = Lo, 六 击 0 二 L068 = 
1 一 方 妈 . 因此 ,可 以 提出 猜测 : 
f(z) = 1 一 环卫 


不 难 验证 这 个 函数 满足 要 求 . 
以 下 证 明 猜 测 成 立 . 


f(z—h) = ft fa), 


即 
er. ei (3) 
所 以 
Wi i (4) 
注意 由 (1),(2) 得 
Flz 一 Am)) = 帮 0 二 一 ER 
即 
人 一 fy) 二 二 二 我 (5) 
所 以 (4) 即 


人 一 去 f*(z) + fC0) 
一 一 二 (FA = fe 十 喜 f2(h) CFR). 


由 (2),(3), 上 式 即 f(0) = 大 ,所 以 


f(0) =.1, 
从 而 (5) 即 


人 一 = 一 去 (z 一 7 十 可 字 本 C23， 


在 (1) 中 令 y 王 0 得 
f(z—1)= f()+z+f(7)—1, 


习题 提示 与 解答 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


即 
1 一 FY Fr mi A 
所 以 
f= HD £2 = f(z — fr— 1)). 
由 (7), 上 式 即 
一 去 (C1 一 了 01)) + 涛 5 十 寺 (1 一 7 十 于 一 天 1 
一 一 音 (z 一 /KGz 一 D7 十 南 卫 十 Faz)， 
而 
aS en a = 一 寺 (1 一 7 十 总 dy. 
由 (8),(9),(10) 得 
Wi ee 
f(z) 一 王 十 FID) 一 二 也 
在 (11) 中 令 z = 二 0 并 利用 (6) 得 f(1) = 去 ， 所 以 
Fi 1 一 记过 
又 解 令 c= f(0). 在 (1) 中 令 z==y=0 得 f( 一 c) = fl) 十 c 一 1, 所 以 c 关 0. 令 工 = f(y) 
二 上 此， 得 (2), 即 


_c++l1 一 超 
fk) = 


又 取 y 一 0 得 
zz 一 c) 一 7z) 一 cz 十 Foc) 一 1. 


(2 ) 


(12) 


因为 c 关 0, 所 以 对 任 一 实数 ,有 x, = lA. 再 由 (12) 得 如- 二 (zi 守信 ,k= 


fx) 满足 ki 一 上 一 x. 于 是 对 任 一 实数 xz， 


ee 上 2 
f(x) = fk — ks) = fkz) + kk 十 f(k&)—1 = 和 书 珊 起 :水 5 RI cd 


从 大 


ee 
2 2 


(13) 
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比较 (13) 与 (2 ) 得 c = 1. 并 且 对 所 有 实数 zx, f(x) = 1 一 三。 这 顶 数 显 然 满 足 条 件 . 


(2 十 1)， 若 n== 和 包 十 1. 
(2h 十 1)(2h 十 3)， 若 n== 4 十 3， 
在 nn 二 2k 时 ,将 棋盘 上 的 方 格 染 上 黑白 两 色 , 使 同色 的 方 格 不 相 邻 . 从 左下 到 右上 的 最 长 的 
对 角 线 上 有 2k 个 黑 格 . 在 左上 方 与 这 条 对 角 线 平行 的 有 4 十 1G7 二 0, 1,，…) 个 白 格 的 斜 线 上 ， 
取 27 十 1 个 白 格 ,每 两 个 无 公共 端点 . 在 右 下 方 与 这 条 对 角 线 平行 的 有 和 十 3(i 二 0, 1,…) 个 白 
格 的 斜 线 上 , 取 2(i 十 1) 个 日 格 , 每 两 个 无 公共 端点 . 共有 


k(k 十 1)， 若 n = 2k. 
ss -1 


1 十 2 十 3 十 … 十 一 《他 十] 


个 白 格 . 每 两 个 不 与 同一 个 黑 格 相 邻 . 因此 作 上 标记 的 黑 格 至 少 对 二 个 . 
两 条 最 长 的 对 角 线 将 棋盘 分 成 4 块 ,左边 一 块 ,上 述 白 格 的 下 方 各 取 一 个 黑 格 ,下 边 一 块 , 则 
在 (上 述 ) 白 格 的 右 方 取 黑 格 . 右边 在 白 格 上 方 取 , 上 边 在 白 格 左 方 取 , 这 样 得 到 全 个 黑 格 ， 


每 两 个 不 与 同一 个 白 格 相 邻 . 因此 作 上 标记 的 白 格 不 少 于 全 43 一 个 . N 之 kk 十 1)， 


上 述 &(R 十 1) 个 方 格 如 果 作 上 标记 , 则 棋盘 中 每 个 方 格 均 与 作 标记 的 方 格 相 邻 .所 以 N = 
k(k 十 1). 

在 ?一 48 十 1 时 ,染色 同 前 ,最 长 对 角 线 上 有 4 十 1 个 黑 格 , 在 左上 方 与 这 条 对 角 线 平行 的 、 
有 41 十 1(7 三 0, 1,…, 有 ) 个 黑 格 的 斜 线 上 取 27 十 1 个 黑 格 . 右 下 方 同样 如 此 . 共有 

1 十 3 十 … 十 (2 十 1) 十 1 十 3 十 … 十 (2 一 1) = 有 民 十 (hh 十 1)? 个 黑 格 . 从 而 作 标记 的 白 格 
宇 甩 十 (十 1)? 个 . 

同上 将 棋盘 分 为 4 块 (左边 一 块 包括 从 左上 角 到 中 心 的 对 角 线 ,不 包括 从 左下 角 到 中 心 的 对 
角 线 ). 除 中 心 外 , 按 上 面 方法 在 黑 格 的 旁边 取 白 格 . 可 知 作 标记 的 黑 格 数 三 所 十 (h 十 1)* 一 1. 因 
此 NN 写 民 十 (十 1 十 民 十 (h 十 1)? 一 1 = (2h 十 1)?. 

将 一 条 主 对 角 线 (最 长 的 对 角 线 ) 上 的 上 述 黑 格 依 这 条 线 向 着 中 心 斜 移 一 格 , 而 中 心 不 动 . 将 
上 述 方 格 ( 其 中 一 些 黑 格 已 经 斜 移 ) 除 中 心 外 作 上 标记 ,并 在 中 心 旁边 任 取 一 格 作 上 标记 , 则 每 个 
方 格 均 与 作 标记 的 方 格 相 邻 ,因此 N = (2h 十 1) 

在 ?= 4A 十 3 时 , 同 前 可 知 应 有 


2(1 十 3 十 … 十 (2 十 1)) = 20h 十 1)? 
个 白 格 作 上 标记 . 同 前 取 白 格 , 但 中 心 的 两 边 只 取 一 个 白 格 , 从 而 应 有 2(4 十 1)? 一 1 个 黑 格 作 上 


标记 . 

将 上 述 方 格 作 上 记号 ,但 主 对 角 线 的 记号 向 中 心 斜 移 一 格 ( 这 时 有 两 个 记号 移 到 中 心 ), 并 在 
中 心 的 左 或 右 添 一 个 记号 . 这 时 每 个 方 格 与 一 个 有 记号 的 方 格 相 邻 .所 以 N = 2( 有 hh 十 1)? 十 2( 有 十 
1)? 一 1 = (2h 二 1)(2h 二 3). 


46. 显然 每 层 的 相 邻 二 数 互 质 . 又 设 a, 5 互 质 , 则 有 序数 对 a, 2 作为 相 邻 的 数 恰 出 现 一 次 : 采用 归纳 


47. 


习题 提示 与 解答 


法 . 设 a 二 b, 对 4 归纳 .由 于 2 二 a, 所 以 a 是 从 上 一 层 继承 下 来 的 数 , 而 5 是 新 加 的 ,并 且 b==a 
十 (6 一 qa), 由 于 6 一 a 过 6, 并且 (a, 6 一 a) 二 (a, 5b) 二 1, 所 以 由 归纳 假设 ,有 序数 对 a, 5 一 a 作 
为 相 邻 的 数 恰 出 现 一 次 ,从 而 a, 5 作为 相 邻 的 数 也 恰 出 现 一 次 . 易 知 第 刀 层 (或 以 后 各 层 ) 相 邻 二 
数 之 和 大 于 n( 可 用 归纳 法 证 ). 所 以 第 nn 层 后 的 n 都 是 从 第 n 层 继承 下 来 的 . 因为 , 表 交 = a 十 b， 
a，b 互 质 的 方法 即 表 n 一 a 十 (n 一 a), a 与 n 互 质 的 方法 (n= 二 a 十 6 与 n = 6b 十 a 作为 不 同 的 表 
法 ), 共 有 p(n) 种 . 每 一 种 表 法 的 数 对 a, 5 在 宝塔 图 中 作为 相 邻 的 数 恰 出 现 一 次 . 因而 第 nn 层 的 n 
恰 有 Pp(z) 个 . 

对 ?进行 归纳 . n 二 3 显然 ,假设 命题 对 于 成立, 考虑 十 1 元 集 


Un = (1, 2,°™, n+ 1) 


及 n 一 1 个 子 集 ,Al， A;，…， A,-1, 每 个 满足 2<<| Ai |n (1 才 i 志 nn 二 1). 

其 中 元 数 为 n 的 子 集 至 多 nn 个 ,因而 必 有 一 个 公共 元 , 设 为 n 十 1. 

如 果 n 十 1 € Ai ,而 人 As，…, A,_! 中 的 二 元 集 ,那么 由 归纳 假设 , U, 二 {1, 2, …, nn) 的 
n 一 2 个 子 集 Ai\{n 十 1}(2 志 i 过 nn 一 1) 被 一 个 1] ，2,，…, nn 的 排列 


dis G39 “9 Un 的 


分 开 , 显 然 提 也 分 开 As ，A4A: ，…，A，,， 
的 中 有 一 元 素 w € Ai , 也 有 一 元 素 a, & Ai. 将 nn 十 1 添 和 人 加 中 ,使 a 在 a; 与 4 十 1 之 间 , 则 
所 得 的 排列 分 开 Al, As ,…:，A,. 
如 果 2 十 1 恰 属 于 个 二 元 集 A, = {nn 十 1， Ai 和 :过 3) ,那么 局 三 (1 2,…,n} 的 n 一 2 
个 子 集 
Ai\{nt+l1}(s =i 过 n—1), 
B; = U,\{b}(2 is) 


被 一 个 排列 的 分 开 . 

因为 B; 被 凶 分 开 , 所 以 6b; 不 是 ai ,也 不 是 a,. 不 妨 设 bb 关 a. 将 nn 十 1 放 在 他 的 最 前 面 ,所 得 
的 排列 分 开 Al, As,，…, A,, A ，…，A，,， 

因此 命题 对 一 切 n 成 立 . 


(a) 如 果 是 偶数 ,那么 由 1 出 发 ,可 得 3, 1 十 n, 2, n. 以 后 所 得 的 数 均 为 偶数 ,因此 有 无 穷 多 个 


奇数 不 可 到 达 . 
如 果 nn 是 大 于 3 的 奇数 ,那么 nn 关 5 时 ,5 是 不 可 达到 的 数 ; n = 二 5 时 ,9 是 不 可 达到 的 数 . 
设 奇数 a 不 可 达到 ,并 有 目 n+ a. 分 成 两 种 情况 : 
(1)a 关 1 (modn). 
这 时 2a 十 n 是 奇数 ,不 可 达到 . 事实 上 ,从 24 十 nn 问 前 回溯 ,只 能 是 
十 无 xX2 


2a————a 
下 


(2) a = 1 (modn). 
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这 时 4 十 4 十 n 是 奇数 ,不 可 达到 ,事实 上 ,从 4a 十 4 十 n 向 前 回 漳 ,只 能 是 
A 


+n \+n 
4a 十 4 十 nn 人 
十 忆 
da 十 2 十 n 
(4a 十 2 三 6, 4a 十 4 三 8, 2a 十 2 三 4(modz), 所 以 da 十 2, da 十 4, 2a 十 2 都 不 是 的 倍数 ). 然 


后 就 无 法 继续 回溯 . 

(b) 由 a 向 前 回溯 . 若 a 为 奇数 , 先 减 去 3, 再 除 以 2; 若 a 为 偶数 , 先 减 去 2, 再 除 以 2. 这 样 
进行 下 去 ,直至 以 下 三 种 情况 出 现 : 

(1) 出 现 1. 这 时 a 是 可 以 达到 的 . 

(2) 出 现 3. 最 后 再 减 去 2 便 得 到 1. 这 时 a 也 是 可 以 达到 的 . 

(3) 出 现 2. 这 又 分 成 两 种 情况 : 


Q@ 最 后 两 步 是 6 一 * 4 二 *2. 
改 为 6 一 3 二 1, 从 而 a 是 可 以 达到 的 ,又 2 = 1X2, 4 = 1X2 十 2 也 都 是 可 以 达到 的 . 


四 最 后 两 步 是 7 二 4 二 *2. 
这 时 不 难 验 证 7 是 无 法 达到 的 . 从 而 上 述 回溯 过程 中 出 现 7 的 那些 a 均 需 另行 设法 证 明 它 
们 可 以 到 达 . 这 些 数 如 下 图 所 示 , 可 以 分 为 三 类 ,第 一 类 是 图 中 加 方 框 的 数 : 


16, 34; 70, 2 十 2 十 2 十 十 4 十 2 二 2 十 253 一 2 0。 
这 类 数 可 改 成 如 下 的 方式 回溯 
二 和 一 和 让 生生 1 在 天 六 4 时 
2 十 2 一 2 二 or 二 2 一 1 二 2 十 2 一 3 
二 3x2r 1 二 3x2r 4 二 “3X2s 一 2 二 “3Xx2rs 二 4- = .…( 不 断 除 以 2 再 减 
去 og 
第 二 类 是 图 中 加 三 角 框 的 数 : 
17，35，71，…，2+ 十 243 一 1 ， 


它们 也 可 回潮 到 1, 回 湖 过 程 已 包含 在 上 一 类 数 的 回潮 过 程 中 (在 那里 2 十 25 一 1 写成 2 十 
2 
第 三 类 是 图 中 加 圆 图 的 数 : 


49. 


S0. 


习题 提示 与 解答 


14, 82 665 oy 到 十 站 3 一 有 
它们 也 可 回潮 到 1: 


二 3 
2 A4—2+2:—6—»3X2—2 


以 下 过 程 已 包含 在 第 一 类 回潮 过 程 中 (在 那里 3 X 2 一 2 写成 3X 2" 一 2). 

于 是 ,除去 7, 所 有 正 整 数 都 是 可 以 达到 的 . 
显然 每 个 数 加 上 或 减 去 一 个 整数 ,不 影响 结论 ,所 以 可 以 将 每 个 非 整 元 素 的 整数 部 分 去 掉 , 成 为 
区 间 (0, 1) 中 的 数 . 每 个 整数 元 素 均 可 改 为 0. 以 下 考虑 这 样 的 数 阵 A. 

先 设 数 阵 A 中 没有 0( 即 没有 整数 元 素 ). 

记 行 数 为 n, 列 数 为 m, 第 j 列 的 元 素 之 和 为 s, ,第 i 行 的 元 素 之 和 为 x,. 

将 数 阵 的 第 j 列 的 前 s; 个 元 素 改 为 1 ,其余 元 素 改 为 0, 得 一 新 数 阵 M. 

在 M 中 ,对 任意 自然 数 k(k 三 行 数 n), 每 一 列 的 前 个 元 素 不 小 于 原 数 阵 的 前 k 个 元 素 , 因 
而 M 的 前 行 的 和 宇 n 十 rz 十 … 十 mh. 我 们 只 和 需 证 明 在 这 一 条 件 下 ,有 n Xm 的 数 阵 ,元 素 为 0 
或 1, 并且 各 列 和 为 5 ，s;，…， 5 ,各 行 和 为 7 ro，… ,rr,. 

对 n 归纳 . n == 1 显然 . 设 对 n 一 1 成立. 考虑 n 行 数 阵 M. 对 自然 数 k(1 二 上 过),M 的 第 一 
行 的 和 nr,', 如 果 等 于 ri ,那么 M 的 第 2 行 至 第 上 行 的 和 宇 ro 十 7 十 … 十 nh. 由 归纳 假设 ,结论 
成 立 . 

如 果 n' 二 i, 设 n' 一 nl = 二 h. 选择 hh 个 第 一 行 的 1 下 移 ; 先 移 第 二 行为 0 的 那些 列 中 的 1， 
青 移 第 二 行 不 为 0、 第 三 行为 0 的 那些 列 中 的 1, 依 此 类 推 ,直至 hh 个 1 从 第 一 行 移 走 . 所 得 矩阵 
记 为 J. J 的 第 一 行 的 和 为 ri. 对 于 任意 (1 一 上 过 mm ,有 两 种 情况 

CD J 的 前 & 行 中 有 4h 个 下 移 的 1, 那 么 本 的 前 & 行 的 和 ==M 的 前 & 行 的 和 宇 ni 十 5 十 … 十 nn. 

(i) J 的 前 上 行 中 仅 有 9 列 有 下 移 的 1, g 一 六 那么 这 g 个 列 中 ,每 一 列 的 第 2 至 第 上 个 元 素 
的 和 宇 原 矩阵 A 相应 的 元 素 的 和 . 其 余 的 列 , 第 2 至 第 个 元 素 全 是 1, 因 而 它们 的 和 也 宇 A 的 
相应 的 元 素 的 和 . 从 而 了 的 第 2 至 第 上 行 的 和 宇 ri 十 7 十 … 十 nh. 

于 是 用 了 代替 M, 即 成 为 上 面 说 过 的 情况 . 

现在 考虑 有 0 的 情况 . 称 这 些 原 有 的 0 为 “ 死 0”, 其 余 的 0 为 “ 活 0”. 

仍 将 第 7 列 的 前 5, 个 元 素 改 为 1, 这 里 “ 死 0” 不 参加 计数 , 即 如 果 第 1 个 元 素 是 “ 死 0”, 那 么 
第 2 个 元 素 算 作 第 1 个 , 依 此 类 推 . 此 时 仍 有 上 面 所 说 的 优 超 性 : 每 一 列 的 前 个 元 素 (“ 死 0” 也 
算 在 内 ) 三 原 数 阵 相 应 的 和 ,所 以 新 数 阵 前 上 & 行 的 和 宇 i 十 rz 十 … 和 十. 

同样 用 归纳 法 证 明 有 n X m 的 数 阵 ,元 素 为 0 或 1, 保 持原 来 全 部 “ 死 0”, 并 且 各 列 和 为 5 ， 
5 Sm; 各 行 和 为 ri ,rz ，…, x,. 只 需 将 前 面 证 明 中 的 0 都 改 为 “ 活 0”. 

设 对 于 d 二 nn 结论 成 立 ,考虑 d = n. 若 n 为 素数 ,熟知 有 M 使 (1) 成 立 , 而 这 时 (2) 当 然 成 立 
( 若 有 w 被 n 整除 , 则 | M |= 1. 否则 (a;, n) = 1). 
设 ”为 合 数 . 对 素数 p | ma, 定义 


P= | C88 n= ] 
S» = {i|pla;}, 
一 {1 | 《ai n) 区 1 NS 


WW 总 二 1 TI 二 如 对 某 个 素数 成 立 . 
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292 


/ 1 \ mA 时 


1 车 |S | 之 也, 取 了 如 元 集 S。 CS S,, 对 pe 及 于 用 归纳 假设 (二 8 


全 es 小 
2" 荐 | 呈 | 二 二 , 则 上 > 


p > IS, 1, ,在 | | 中 存在 方 一 | S| 个子 集 厂 ,元 数 均 过 p， 


sm D1 一 |s, 1). 
对 于 方 一 | S | 达 j 志方, 令 了 为 单元 集 , 各 含 S, 中 一 个 元 素 . 
对 于 如 及 如 个 元 : 古训/ si 和 到 -3 1) 与 方 S， 中 的 元 , 由 归纳 假设 有 R 
Uy ,二 发 时 如 
?| aa 
> 人 (4) 
令 M= 电厂 ,在 1<j 入 壮 一 | S, | 时 ， 


> (aiym) = 2 1 SP 


i€E 
而 在 方 一 | S， MA 时 , 因 工 为 单元 集 ，》)(ai, nn) = (了 ja;,n) 显然 成 立 , 故 由 (3)， 
EJ iEF | 


(4) 得 (1)，(2). 
以 下 假定 对 所 有 pln 均 有 


[Sy a (5) 
设 户 ，…, pi 为 n 的 全 部 不 同 的 素 因 数 . 对 (5) 求 和 得 
> Wb en 天 a (6) 
因为 IUSn U…US% 二 {1, 2,…, ,所 以 
MADE | 宇 n， 
减 去 (6) 导 出 > 六 - > 1. 从 而 存在 素 因数 p 二 5 
(| Ts 


2p 
任 取 一 个 站 元 子 集 A， 了 Tp， 存在 I CCA, 使 


习题 提示 与 解答 


| Za， (7) 
i€N] 
ai  )< 之 和 之. (8) 
Ee < 
由 (8) 及 T, 的 定义 得 21 了 |< ,1 了 | 志 却 . 于 是 有 地 元 子 集 As 己 To\I, 从 而 又 有 
I CC As, 满足 与 (7),(8) 类 似 的 式 子 . 
由 于 
1S, | 十 | | 十 | [= (9) 
T, NN 1= 0, 
所 以 一 
| 区 2 


TU I 一 了 一 I 中 有 p 一 2 个 元 数 为 2 的 A;，, 互 不 相交 ,从 而 存在 I ，…， 1 满足 (7),(8) 这 样 
的 式 子 . 
对 之 pijiG=1, 2,…, p) 及 p, 有 RCS {1, 2，…, 力 ,满足 


i€EL 


n| > > 
ERiET 
Sai = 相当 (4, 2)<IRI. 2 en. 
JER IE jER: ET p p 
令 M= " TD ， 则 以 上 二 式 产生 (1),(2)， 
JER 
(3) | hs 


i 得 耳 . 由 (5),(9) 消 去 |S, | 得 
| 到 Pee | 1 


从 而 
| Wl ee Je ER fed i 
p 1 PE 2p 
ne ea Ne (pC— I)n 
ER 


于 是 有 Wel 个 元 集 A， WW A U d= ' 互 不 相交 ,从 而 有 I CA, (J 一 2，…， p)， 
满足 类 似 于 (7) , (8) 的 式 子 , 导 致 结论 成 立 . 
WA) | Tx | 
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到 
/ 尺 仿 喜 学 兖 阁 研究 教程 
et 
取 T, UI 的 “ 元 子 集 Al 二 T, 及 了 导 AA 同 前 . 由 于 


> (a2)= D+ D2nNTDI+hNI, 


pp 印 p ief AT, iéNNI 


"i T, |=| A NTI>IE NI], 


所 以 (两 式 相 加 再 除 以 2) 
pe 
在 上 款 中 已 有 
| 了 |+|I|> 一 了 > 一人 >n- 二 |， 
所 以 z 


I 


以 下 与 上 款 相同 . 
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请 ] 亡 ] 训 
记 ] 亡 )] 训 


请 ] 请 ] 误 


请 ] 请] 误 ] 
DDO J 请 ] 吕 DO J 
器 DDO 请 ] 误 ) J OOO 请 ] 误 ) 


DO 器 中 OO OOOOOOOOOOOUOUOOOO 
DO OOOOOOOOOOOOOCOOOOO0000OOOO 
OO 请 ] 
请 ] 
请 ] 
OO OO 
ONOOONMTNONOOOO 和 NMTITNONOOOOONNO 
NNNNNMAMMAMMAMMAMMM FIT LN O00OO 
O00 


